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あらまし 目標と受信局間の距離を同時に複数観測し目標位置を推定する TOA（Time of Arrival）測位につ
いて述べる．Taylor 級数推定法（TS 法）は距離を線形近似するために目標位置初期値を設定する必要がある．
一方，目標位置初期値なしで，距離観測値自乗の受信局間の差より作成した連立方程式を直接解いて目標位置を
推定する方法が報告されている（D 法）．本論文では，同一平面上にない 4 個の受信局が存在する場合，D 法で
解が一意的に求まるとともに，目標位置にかかわらず TS 法でも解が求まることを示した．したがって，同一平
面上にない 4個以上の受信局で求めた D法の解を初期値にして，TS法で目標位置が推定可能である．更に，こ
の場合，TS法の推定精度は D法以上であることを解析的に示した．この結果，TS法の初期値として D法の解
が有効であることが分かった．
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1. ま え が き

TOA（Time of Arrival）測位は，送受信機間の距

離を同時に複数観測し，送信機あるいは受信機を搭載

する目標の位置を推定する [1]～[8]．なお，記述を簡単

にするため，本論文では目標が送信機を有するとする．

距離は未知数である三次元の目標位置の非線形関

数である．したがって，推定は非線形の連立方程式を

解くことと等価となる．この連立方程式を解くため，

GPS 等では目標位置初期値を仮に与え Taylor 展開

により線形近似して得た線型モデルに，重み付き最

小自乗法 [9], [10] を使用し解を算出している [2]～[8]．

更に，得られた解を目標位置初期値に再設定して同

一の処理を繰り返すことで，解の算出精度向上を図っ

ている [2]～[8]．この解法を Taylor 級数推定法（TS
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(Taylor Series)法）と呼ぶ [11]．

TS法は目標位置初期値をあらかじめ設定する必要

があるのが特徴である．この TS法で三次元の目標位

置を推定するには最低 3個の距離，したがって 3個以

上の受信局が必要である．なお，TS 法では，受信局

と目標位置初期値を結ぶ直線上のベクトルのうちいず

れか 3個が 1次独立なら解が存在する [7], [8]．

一方，目標位置初期値なしで，距離自乗の受信局間

の差より作成した連立方程式を直接解いて目標位置を

推定する方法も報告されている（D (Direct) 法と呼

ぶ）[12]～[14]．なお，D法では最低 3個の距離自乗差，

したがって 4個以上の受信局が必要である．また，D

法では解が存在しても複数ある場合がある [12]．

D法での複数の解を初期値にすれば，TS法も初期

値ごとに異なる解をもつことになる．なお，D法で複

数の解がある場合，受信局を増やして解を求め直すこ

とが提案されている [12]．ただし，文献 [12]では解が

存在するための条件は示されていない．

また，受信局 5個の場合のシミュレーションにより，

初期値を適正に選べば，TS法の推定精度は D法以上

と報告されている [12]．しかし，初期値の決め方に対

する提案はない [12]．
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一方，4 個の受信局を使用して D 法で求めた解を

TS法の初期値にするとの提案がなされている [13]．た

だし，TS 法の推定精度が D 法以上との保証がない

と，TS法を使用して再計算する意味がない．なお，文

献 [13]では推定精度の比較はない．

本論文では，D法で解が一意的に求まる条件を明ら

かにする．また，この条件と TS法で解が得られる条

件との関連を明らかにする．更に，D法で求めた解を

TS法の初期値にした場合の位置推定精度が，必ず D

法以上かどうかを解析的に明らかにする．

2. Taylor級数推定法

ここでは，n個の距離観測値から，Taylor級数推定

法により目標位置を推定する TOA測位について述べ

る [2]～[8]．

2. 1 距離の観測モデル

目標とは異なる位置にある i (i = 1, · · · , n)番目の

受信局の位置ベクトル B i（既知：Bは Baseの略）を，

DT は行列の転置行列を表すとして，次式で表す．な

お，座標系は，三次元直交座標を使用する

B i = (xi, yi, zi)
T (1)

つぎに，目標の位置ベクトル L（未知：LはLocation

の略）を次式で表す．

L = (x, y, z)T (2)

すると，i 番目の送受信局間の距離の真値 Ri（Rは

Rangeの略）は次式となる．

Ri = fi(L) (3)

ここで，次式を定義する．

fi(L) =
√

(B i − L)T (B i − L) (4)

すると，i 番目の送受信局間の距離の観測値 Rio は

次式となる（oは observationの略）．

Rio = Ri + vi (5)

ここで，vi はランダムな観測誤差である．

すると，次の性質を得る [2]～[8]．

（性質 1）目標位置推定のための初期値を L0 =

(x0, y0, z0)
T とすると，次式を得る．

ΔRio ≈ ω(i)a + vi (6)

ここで，次式を定義する．

ΔRio = Rio − fi(L0) (7)

ω(i) = (L0 − B i)
T/fi(L0) (8)

a = L − L0 (9)

2. 2 線形モデル

距離観測値を n個得るとすれば，式 (6)より次式の

線形観測モデルを得る．

b = Aa + v (10)

ここで，次式を定義する．

b = (ΔR1o, · · · , ΔRno)
T (11)

A =
(

ω(1)T · · · ω(n)T
)T

(12)

v = (v1, · · · , vn)T (13)

観測雑音において，次式を仮定する．E[ ] は平均，

D > 0 は行列 D が正値対称行列（固有値が全て正），

D ≥ 0 は行列 D が半正値対称行列（固有値が全て非

負），0 は零ベクトルを表す．なお，行列の大小関係関

連における諸結果を付録にまとめた．

E[v ] = 0 (14)

V = E
[
v vT

]
> 0 (15)

2. 3 重み付き最小自乗解

次の性質は，重み付き最小自乗法により，目標の位

置が算出できることを示す [2]～[8]．

（性質 2）式 (10)において，重み付き最小自乗法 [9], [10]

により，次式を最小とする â を推定する．

J = (b − Aâ)T V −1(b − Aâ) (16)

解は，AT V −1A が正則ならば，次式である．

â = (AT V −1A)−1AT V −1b (17)

次の性質は，重み付き最小自乗法により算出した目

標位置が不偏推定量であることを示すとともに，その

推定誤差共分散行列を示す [3]～[9]．なお，式 (17)に

よる目標位置推定を TS (Taylor Series)法と呼ぶ．

（性質 3）式 (17)は，次の性質を有する．

E[ â ] = a (18)

E
[
(â − a)(â − a)T

]
= (AT V −1A)−1 (19)

次の性質は，式 (12)を構成する式 (8)の単位ベクト

ルの 1 次独立性より，式 (17) が算出可能かどうかを
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判定できることを示す [8]．

（性質 4）ω(i) (i = 1, 2, · · · , n) のうちいずれか 3 個

が 1次独立と，AT V −1A が正則は等価である．

3. 直 接 法

ここでは，n個の距離観測値から n − 1 個の距離観

測値自乗の差を作成し，目標位置を推定する直接法に

ついて述べる．

3. 1 距離自乗差の観測モデル

受信局 i (i = 2, · · · , n)の距離観測値の自乗と，受

信局 1の距離観測値の自乗との差より，つぎの性質を

得る [13], [14]．

（性質 5）観測雑音の自乗を微小とすれば，次式を得る．

aio ≈ [B1 − B i]
T L + (Rivi − R1v1)

(i = 2, 3, · · · , n) (20)

ここで，次式を定義する．

2aio = R2
io − R2

1o −
(
BT

i B i − BT
1 B1

)
(21)

（証明）式 (5)より，観測雑音の自乗は微小の仮定を使

用して，次式を得る．

R2
io − R2

1o

≈ R2
i − R2

1 + 2(Rivi − R1v1) (i = 2, 3, · · · , n)

(22)

式 (3)及び (4)より，次式を得る．

R2
i = BT

i B i − 2BT
i L + LT L (23)

式 (23)より，次式を得る．

R2
i − R2

1 = BT
i B i − BT

1 B1

+ 2[B1 − B i]
T L (i = 2, 3, · · · , n) (24)

式 (22)及び (24)より，式 (21)を使用して，式 (20)

を得る． （証明終）

3. 2 線形モデル

距離観測値自乗の差を n − 1 個得るとすれば，式

(20)より，次式の線形観測モデルを得る．

bD = ADL + vD (25)

ここで，次式を定義する．

bD = (a2o, · · · , ano)
T (26)

AD = ( B1 − B2 · · · B1 − Bn )T (27)

vD = (R2v2 − R1v1, · · · , Rnvn − R1v1)
T (28)

なお，式 (28)に，式 (14)及び (13)を使用し，次式

を得る．

E
[
vD

]
= 0 (29)

また，次式を定義する．

VD = E
[
vDvT

D

]
(30)

次の性質は，式 (10)と (25)の観測モデル間の関連

を示す．なお，式 (33)，(35)及び (36)は，TS法と直

接法の推定精度比較のために使用する．

（性質 6）次式を得る．

vD = Nv (31)

VD = NV NT (32)

AD = SA (33)

ここで，次式を定義する．

N =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−R1 R2 0 · · · 0

−R1 0 R3

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

−R1 0 · · · 0 Rn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(34)

また，

ri = fi(L0) (35)

として，次式を定義する．

S =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−r1 r2 0 · · · 0

−r1 0 r3

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0

−r1 0 · · · 0 rn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(36)

（証明）式 (13) 及び (28) より，式 (34) を使用して，

式 (31)を得る．

式 (15)及び (30)より，式 (31)を使用して，式 (32)

を得る．

式 (8)より，式 (35)を使用して，次式を得る．

(L0 − B i)
T = riω(i) (37)

式 (37)より，次式を得る．

[B1 − B i]
T = riω(i) − r1ω(1) (38)
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式 (12)及び (27)より，式 (38)及び (36)を使用し

て，式 (33)を得る． （証明終）

次の性質は，特別な条件なしで観測雑音共分散行列

VD が正値対称行列となることを示す．

（性質 7）Ri > 0 (i = 1, · · · , n)とすれば，次式を得る．

0 < VD (39)

（証明）式 (32) 及び (15) より，付録の性質 A·7 を使
用して次式を得る．

VD ≥ 0 (40)

ここで，ベクトル l と m の内積を (l, m) とする．

また，n − 1 次元実ベクトルとして次式を定義する．

d = (d1, · · · , dn−1)
T (41)

すると，式 (32)より，次式を得る．

(VDd, d) = (V NT d, NT d) (42)

また，

(VDd, d) = 0 (43)

とすれば，式 (42)及び (15)より，次式を得る．

NT d = 0 (44)

したがって，式 (43)が成立すれば，式 (34)及び (41)

より，次式を得る．

NT d =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−R1

⎛
⎝n−1∑

i=1

di

⎞
⎠

R2d1

R3d2

...

Rndn−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= 0 (45)

式 (45) に Ri > 0 (i = 1, 2, · · · , n) の仮定及び式

(41)を使用し，次式を得る．

d = 0 (46)

したがって，結論を得る． （証明終）

3. 3 重み付き最小自乗解

次の性質は，重み付き最小自乗法により，目標の位

置が算出できることを示す．なお，性質 7より VD は

正則行列であり，その逆行列が存在する．

（性質 8）式 (25)において，重み付き最小自乗法 [9], [10]

により，次式を最小とする L̂D を推定する．

J = (bD − ADL̂D)T V −1
D (bD − ADL̂D) (47)

解は，AT
DV −1

D AD が正則ならば，次式である．

L̂D = (AT
DV −1

D AD)−1AT
DV −1

D bD (48)

次の性質は，重み付き最小自乗法により算出した目

標位置が不偏推定量であることを示すとともに，その

推定誤差共分散行列を示す．なお，式 (48)による目標

位置推定を D (Direct)法と呼ぶ．

（性質 9）式 (48)は，次の性質を有する．

E
[
L̂D

]
= L (49)

E
[
(L̂D−L)(L̂D−L)T

]
= (AT

DV −1
D AD)−1 (50)

式 (20)あるいは (34)において，真値 Ri には，そ

の観測値が代替できる．また，目標位置推定値 L0 が

得られている場合は，Ri には目標位置推定値と受信

局間の距離が使用できる．この場合も，Ri を Rio で

代替したD法で L0 を算出しておけば，D法は目標位

置初期値なしで目標位置を推定していることになる．

なお，D法導出における観測雑音の自乗は微小の仮

定を使用すれば，式 (5)より Riovi ≈ Rivi であるの

で，式 (28)において Ri を Rio で代替するのは近似

誤差の範囲である．この結果は，性質 6 において Ri

を Rio で代替するのも近似誤差の範囲であることを

示す．

3. 4 解の存在条件

次の性質は，受信局の位置ベクトルの差の 1次独立

性より，式 (48) が算出可能かどうかを判定できるこ

とを示す．

（性質 10）B1 − B i (i = 2, 3, · · · , n)のうちいずれか

3個が 1次独立と，次式は等価である．

AT
DV −1

D AD > 0 (51)

（証明）まず，式 (27) より，B1 − B i (i = 2, · · · , n)

のうちいずれか 3個が 1次独立と，AD の階数が 3は

等価である．

つぎに，AD の階数は 3とする．ここで，AT
DV −1

D AD

の固有値を λ，その固有ベクトルを x とすれば，次式

を得る．

AT
DV −1

D ADx = λx (52)
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x �= 0 (53)

すると，式 (52)より，次式を得る．

(AT
DV −1

D ADx, x) = λ(x, x) (54)

式 (54)より，次式を得る．

(V −1
D ADx, ADx) = λ(x, x) (55)

AD の階数は 3 の仮定より AD を構成する 3 個の

列ベクトルは 1 次独立であるので，式 (53) より次式

を得る．

ADx �= 0 (56)

式 (39)及び (56)より，次式を得る．

(V −1
D ADx, ADx) > 0 (57)

式 (55) に，式 (57) 及び (53) を使用して，次式を

得る．

λ > 0 (58)

したがって，式 (51)を得る．

逆に，式 (51)が成立するとする．ここで，

ADx = 0 (59)

とする．

式 (59)より，次式を得る．

AT
DV −1

D ADx = 0 (60)

式 (60)に，式 (51)を使用して，次式を得る．

x = 0 (61)

したがって，AD の階数は 3であるので，B1 − B i

(i = 2, · · · , n)のうちいずれか 3個は 1次独立である．

（証明終）

次の性質は，同一平面上にない 4個の受信局が存在

することと，式 (48) が算出可能とが等価であること

を示す．ここで，|D| は，行列 D の行列式を表す．

なお，次の式 (62) は，受信局 i，j，k と受信局 1

の位置ベクトルの差が 1次独立を示す．

（性質 11）次式が成立することと，式 (51) は等価で

ある．∣∣∣∣∣∣∣
x1 − xi y1 − yi z1 − zi

x1 − xj y1 − yj z1 − zj

x1 − xk y1 − yk z1 − zk

∣∣∣∣∣∣∣ �= 0

(2 ≤ i < j < k ≤ n) (62)

（証明）B1 − B i (i = 2, · · · , n) のうちいずれか 3 個

が 1 次独立と，式 (62) が成立することは等価である

ので，性質 10より結論を得る． （証明終）

4. 考 察

4. 1 解の存在条件

D法での目標位置推定値を初期値として TS法で目

標位置を推定する場合，D法で推定可能ならば特別な

条件を付加せずに TS法でも可能なことが望ましい．

次の性質は，性質 4及び 10より，D法で解が得ら

れれば，TS法でも解が得られることを示す．なお，性

質 10及び 11より，同一平面上にない 4個の受信局が

存在すれば，目標位置初期値には関係なく，TS 法で

解があると結論できる．

（性質 12）B1 − B i (i = 2, 3, 4)が 1次独立ならば，

ω(i) (i = 1, 2, 3, 4) のいずれか 3 個は 1 次独立で

ある．

（証明）B i −B1 (i = 2, 3, 4)が 1次独立の仮定より，

次式を得る．

| B1 − B2 B1 − B3 B1 − B4 | �= 0 (63)

もし，L0 −B i (i = 1, 2, 3, 4)のいずれの 3個も 1

次従属ならば，次式が成立する．

| L0 − B1 L0 − B2 L0 − B3 |
= | L0 − B1 L0 − B2 L0 − B4 |
= | L0 − B1 L0 − B3 L0 − B4 |
= | L0 − B2 L0 − B3 L0 − B4 | = 0 (64)

ここで，次式を得る．なお，証明を付録に示す．

| B 1 − B 2 B 1 − B 3 B 1 − B 4 |
= | B 1 B 2 B 3 | − | B 1 B 2 B 4 |

+ | B 1 B 3 B 4 | − | B 2 B 3 B 4 | (65)

式 (63)及び (65)より，次式を得る．

| B 1 B 2 B 3 |−| B 1 B 2 B 4 |
+| B 1 B 3 B 4 |−| B 2 B 3 B 4 | �= 0 (66)

一方，次式を得る．なお，証明は式 (65) と同様で

ある．

| L 0 − B 1 L 0 − B 2 L 0 − B 3 |
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= | L 0 B 2 B 3 | − | L 0 B 1 B 3 |
+ | L 0 B 1 B 2 | − | B 1 B 2 B 3 | (67)

式 (64)及び (67)より，次式を得る．

| L 0 B 2 B 3 |−| L 0 B 1 B 3 |
+| L 0 B 1 B 2 |−| B 1 B 2 B 3 | = 0 (68)

式 (68)と同様にして，次式を得る．

| L 0 B 2 B 4 |−| L 0 B 1 B 4 |
+| L 0 B 1 B 2 |−| B 1 B 2 B 4 | = 0 (69)

| L 0 B 3 B 4 |−| L 0 B 1 B 4 |
+| L 0 B 1 B 3 |−| B 1 B 3 B 4 | = 0 (70)

| L 0 B 3 B 4 |−| L 0 B 2 B 4 |
+| L 0 B 2 B 3 |−| B 2 B 3 B 4 | = 0 (71)

式 (68) −式 (69) +式 (70) −式 (71) より，次式を

得る．

| B 1 B 2 B 3 |−| B 1 B 2 B 4 |
+| B 1 B 3 B 4 |−| B 2 B 3 B 4 | = 0 (72)

式 (66)と (72)は，矛盾しており，L0−B i (i = 1, 2,

3, 4)のいずれの 3個も 1次従属は成立しない．すなわ

ち L0−B i (i = 1, 2, 3, 4)のいずれか 3個は 1次独立

であり，また距離の初期値は fi(L0) > 0 (i = 1, · · · ,
n)としてよいので，式 (8)より ω(i) (i = 1, 2, 3, 4)

のいずれか 3個は 1次独立である． （証明終）

なお，性質 12の逆は必ずしも成立しない．次は，そ

の例である．

（例 1）受信局 4個が下記の位置に存在するとする．

B i = (xi, yi, 0)T (i = 1, 2, 3, 4) (73)

なお，受信局 B i (i = 1, 2, 3)は 1直線上に存在し

ないとする．また，目標は，受信局と異なる下記の位

置に存在するとする．

L0 = (x0, y0, z0)
T , z0 �= 0 (74)

この場合，ω(i) (i = 1, 2, 3) は 1次独立であるが，

B1 − B i (i = 2, 3, 4)は 1次従属である．

（証明）式 (73)より，次式を得る．

| B1 − B2 B1 − B3 B1 − B4 | = 0 (75)

式 (75)より，B1 − B i (i = 2, 3, 4)は 1次従属で

ある．

式 (73)及び (74)より，次式を得る．

| L0 − B1 L0 − B2 L0 − B3 |

= z0

∣∣∣∣∣x1 − x2 x3 − x1

y1 − y2 y3 − y1

∣∣∣∣∣ (76)

式 (76)に，z0 �= 0 及び受信局は 1直線上に存在し

ないとの仮定を使用して，次式を得る．

| L0 − B1 L0 − B2 L0 − B3 | �= 0 (77)

式 (77)より，L0 − B i (i = 1, 2, 3)は 1次独立で

ある．したがって，式 (8)より ω(i) (i = 1, 2, 3)は 1

次独立である． （証明終）

4. 2 推定誤差共分散行列

D法で推定した目標位置を L0 = (x0, y0, z0)
T とす

る．すると，この推定値より，式 (4)を使用して距離

の推定値 fi(L0) (i = 1, · · · , n) が算出できる．この

推定値を距離の真値 Ri (i = 1, · · · , n) の代わりに使

用して，D 法で目標位置を再推定することができる．

なお，D 法で目標位置を初めて推定する場合，Ri は

Rio で代替できる．一方，L0 を初期値とし，式 (17)

を使用して TS法で目標位置が推定可能である．ここ

では，どちらが有利かを考察する．

式 (17)は，式 (9)の推定値であるので，TS法の目

標位置推定値 L̂ は次式となる．

L̂ = â + L0 (78)

したがって，式 (78)の推定誤差は，式 (9)より，次

式となる．

L̂ − L = â − a (79)

この結果，TS 法の目標位置推定誤差共分散行列は

式 (19)と一致する．このため，推定精度の比較は，式

(19)と式 (50)を比較すればよい．

次の性質は，式 (19)と式 (50)より，TS法の推定精

度は，D法以上であることを示す．なお，次の式 (80)

は，D 法で推定した目標位置 L0 以外でも成立する．

例えば，TS法の推定結果，他システムより得られた目

標位置あるいは目標位置の真値を使用しても成立する．

（性質 13）式 (51)が成立するとする．また，L0 を TS

法の初期値とするとともに，D法において fi(L0) で

距離の真値を代替すれば次式を得る．

(AT V −1A)−1 ≤ (AT
DV −1

D AD)−1 (80)
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（証明）P > 0，R > 0 ならば，次式が成立する（文

献 [15]の式 (7B.5)）．

(P−1 + MT R−1M)−1

= P − PMT (MPMT + R)−1MP (81)

In を n × n の単位行列とすれば，任意の自然数 m

に対して，式 (81) 及び (15) より，式 (34) を使用し

て，次式を得る．

V − V NT

(
NV NT +

1

m
In−1

)−1

NV

= (V −1 + NT · mIn−1 · N)−1 (82)

任意の自然数 m に対して，式 (15) より，次式を

得る．

(V −1 + NT · mIn−1 · N)−1 > 0 (83)

式 (82)に，式 (83)を使用して，次式を得る．

V − V NT

(
NV NT +

1

m
In−1

)−1

NV > 0 (84)

式 (84)において，極限（m → ∞）をとり，次式を
得る．

V − V NT (NV NT )−1NV ≥ 0 (85)

式 (85) より，付録の性質 A·7 を使用して，次式を
得る．

V −1 − NT (NV NT )−1N ≥ 0 (86)

式 (86) より，付録の性質 A·7 を使用して，次式を
得る．

AT V −1A − AT NT (NV NT )−1NA ≥ 0 (87)

式 (35)において仮定より ri = fi(L0) = Ri である

ので，式 (34)及び (36)より，次式を得る．

N = S (88)

式 (87)に，式 (88)を使用して，次式を得る．

AT V −1A − AT ST (NV NT )−1SA ≥ 0 (89)

式 (89) に，式 (32) 及び (33) を使用して，次式を

得る．

AT
DV −1

D AD ≤ AT V −1A (90)

式 (90)及び (51)より，付録の性質A·4を使用して，
式 (80)を得る． （証明終）

4. 3 二次元平面での数値例

仮に D 法と TS 法の推定誤差共分散行列が常に等

しいとしても，式 (80) は成立する．もしそうであれ

ば，TS 法を使用して再計算する意味はない．ここで

は，常に等しいとの結論は得られないことを，幾何学

的な理解及び計算が容易な二次元平面の例で示す．ま

た，一意的な解が得られない例を示す．なお，二次元

平面では，二次元ベクトル ω(i) (i = 1, 2, · · · , n) の

うちいずれか 2個が 1次独立と TS法で解があるは等

価である．また，同一直線上にない 3個の受信局が存

在（二次元ベクトル B1 − B i (i = 2, 3, · · · , n) のう

ちいずれ 2 個が 1 次独立と等価）すると D 法で解が

あるは等価である．

（例 2）推定誤差共分散行列が異なる例

受信局 3個が下記の位置に存在するとする．

B1 =

(
1

0

)
, B2 =

(
−1

0

)
, B3 =

(
0

1

)
(91)

目標は，下記のように原点に存在するとする．

L =

(
0

0

)
(92)

式 (92)及び (91)より，受信局 iと目標間の距離の

真値として次式を得る．

Ri = 1 (i = 1, 2, 3) (93)

式 (91)より，次式を得る．

B1 − B2 =

(
2

0

)
, B1 − B3 =

(
1

−1

)
(94)

式 (27)及び (94)より，次式を得る．

AD =

(
2 0

1 −1

)
(95)

式 (15)の TS法の観測雑音共分散行列は，各受信局

の距離の観測雑音の分散を σ2 として，次式とする．

V = σ2I3 (96)

式 (34)及び (93)より，次式を得る．

N =

(
−1 1 0

−1 0 1

)
(97)
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式 (32) に，式 (97) 及び (96) を使用して，次式を

得る．

VD = σ2

(
2 1

1 2

)
(98)

式 (98)より，次式を得る．

V −1
D =

1

3σ2

(
2 −1

−1 2

)
(99)

式 (95)及び (99)より，次式を得る．

AT
DV −1

D AD =
1

σ2

(
2 0

0 2/3

)
(100)

D 法の推定誤差共分散行列は，式 (50) 及び (100)

より次式となる．

(AT
DV −1

D AD)−1 = σ2

(
1/2 0

0 3/2

)
(101)

次に，TS法について述べる．

D法の使用する観測値を式 (93)とし，TS法による

測位計算のための初期値は真値の式 (92) とする．す

ると，受信局 iと目標の初期位置間の式 (8)の単位ベ

クトルとして，式 (91)及び (92)より，次式を得る．

ω(1) = (−1, 0), ω(2) = (1, 0), ω(3) = (0,−1)

(102)

ω(1) と ω(3) とは 1次独立のため，性質 4より，TS

法で解がある．

式 (12)は，式 (102)より，次式となる．

A =

⎛
⎜⎝

−1 0

1 0

0 −1

⎞
⎟⎠ (103)

式 (103)より，次式を得る．

(ATA)−1 =

(
1/2 0

0 1

)
(104)

式 (19)の TS法の推定誤差共分散行列は，式 (104)

及び (96)より次式となる．

(AT V −1A)−1 = σ2

(
1/2 0

0 1

)
(105)

式 (101)と (105)より，推定誤差の分散が比較でき

る．y成分は TS法の方が小さく，x成分はD法と TS

法で同一である．したがって，この例は，式 (80)にお

いて，(AT V −1A)−1 = (AT
DV −1

D AD)−1 ともならず，

(AT V −1A)−1 < (AT
DV −1

D AD)−1 ともならない場合で

ある．

（例 3）一意的な解が得られない例

同一直線上に n個の受信局が存在する場合の受信局

配置として，次式を考える．

B i = (xi, 0)T (i = 1, · · · , n); xi �= xj (i �= j)

(106)

目標は，受信局と異なる下記の位置に存在すると

する．

L = (x, y)T , y > 0 (107)

すると，式 (106)及び (107)より，受信局 iと目標

間の距離の真値として，次式を得る．

Ri =
√

(x − xi)2 + y2 (i = 1, · · · , n) (108)

ここで，別目標が，受信局と異なる下記の位置に存

在するとする．

L = (x,−y)T , y > 0 (109)

すると，式 (106)及び (109)より，受信局 iと別目

標間の距離の真値として，式 (108)を得る．この結果，

目標の位置が式 (107)でも (109)でも，得られる距離

観測値は同一である．

式 (107)の位置の目標に対して初期値を式 (109)で

設定して TS法を使用した場合，正しい解が得られる

ことは期待できない．

なお，例 3は，D法で解が一意的には得られない場

合である．

4. 4 受信局 4個の場合のD法

次の性質は，受信局 4 個の場合の D 法の簡略式を

示す．なお，この場合，観測雑音共分散行列が不要で

あるので受信局の位置より定まる A−1
D をあらかじめ

算出しておけば，文献 [13]が主張するように行列演算

なしで解が求まる．この簡便な解を TS法の初期値に

使用できる．性質 13 より，この TS 法の解の推定精

度は次式 (110)で推定する以上である．

（性質 14）B1 − B i (i = 2, 3, 4)が 1次独立ならば，

次式を得る．

L̂D = A−1
D bD (110)
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（証明）仮定より，式 (27) の 3 × 3 の行列 AD は正

則である．したがって，式 (48)より式 (110)を得る．

（証明終）

4. 5 今後の課題

最も望ましい目標位置初期値は，目標位置真値と考

えられる．しかし，真値を常に初期値に使用するのは，

シミュレーションでは可能であるが現実には不可能で

ある．一方，性質 9 は，現実に適用可能な D 法によ

る推定結果を用いた目標位置初期値は，ランダム誤差

があるものの平均は真値であることを示す．この初期

値を使用した TS法の収束値が，真値を初期値とした

TS法の収束値と一致するのかどうかを明らかにする

のが今後の課題である．

5. む す び

D法の解の存在条件として「同一平面上にない 4個

の受信局が存在」を示した．またこの条件を満たせば，

TS法でも解が求まることを示した．この結果は，TS

法の解は，D法の解を初期値に使用して求まることを

示す．更に，この場合，TS法の推定精度は，D 法以

上であることを示した．したがって，D法の解を目標

位置初期値とした TS法が有効であることが分かった．
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付 録

（行列の大小関係関連における諸結果）

D，D1，D2，D3，を n × n の実対称行列とする．

まず，D1 − D2 > 0 を D1 > D2 と定義する．また，

D1 − D2 ≥ 0 を D1 ≥ D2 と定義する．

つぎに，(x, y) = xT y はベクトル x，y の内積を表

すとする．すると，次の性質を得る．

（性質 A·1）D ≥ 0（固有値が全て非負）と，任意の n

次元ベクトル x に対して次式が成立することは同値で

ある，

(Dx, x) ≥ 0 (A·1)

（性質 A·2）D > 0（固有値が全て正）と，任意の n

次元ベクトル x（ただし，x �= 0）に対して次式が成

立することは同値である，

(Dx, x) > 0 (A·2)

（性質 A·3）D1 ≥ D2 かつ，D2 ≥ D3 のとき，

D1 ≥ D3 である．また，D1 ≥ D2 かつ，D2 ≥ D1

のとき，D1 = D2 である．

（性質 A·4）D1 ≥ D2 > 0 ならば，D−1
2 ≥ D−1

1 > 0

である．

（性質 A·5）D > 0 ならば，D の対角成分は正である．

（性質 A·6）D ≥ 0 ならば，D の対角成分は非負で

ある．

（性質 A·7）D ≥ 0 ならば，0 ≤ F T DF である．

（行列式の公式）

（性質 A·8）行列式のある列が 2 個の列ベクトルの和

で表されるとすると，その行列式は，各列ベクトルを

その列とする 2個の行列式の和となる．

（性質 A·9）行列式の列を c 倍すると，行列式の値は

c 倍される．
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（性質 A·10）行列式の 2個の列を入れ替えると，行列

式の符号が変わる．

（性質 A·11）行列式で 2個の列が等しければ，行列式

の値は 0である．

（式 (65)の証明）性質 A·8～A·11を使用して，次式を

得る．

| B 1 − B 2 B 1 − B 3 B 1 − B 4 |
= | B 1 B 1 − B 3 B 1 − B 4 |

+ | −B 2 B 1 − B 3 B 1 − B 4 |
= | B 1 B 1 B 1 − B 4 |

+ | B 1 −B 3 B 1 − B 4 |
+ | −B 2 B 1 B 1 − B 4 |
+ | −B 2 −B 3 B 1 − B 4 |

= | B 1 −B 3 B 1 | + | B 1 −B 3 −B 4 |
+ | −B 2 B 1 B 1 | + | −B 2 B 1 −B 4 |
+ | −B 2 −B 3 B 1 | + | −B 2 −B 3 −B 4 |

= | B 1 B 3 B 4 | + | B 2 B 1 B 4 |
+ | B 2 B 3 B 1 | − | B 2 B 3 B 4 |

= | B 1 B 3 B 4 | − | B 1 B 2 B 4 |
+ | B 1 B 2 B 3 | − | B 2 B 3 B 4 |

= | B 1 B 2 B 3 | − | B 1 B 2 B 4 |
+ | B 1 B 3 B 4 | − | B 2 B 3 B 4 | (A·3)

（証明終）
（2019 年 1 月 31 日受付，4 月 19 日再受付，

7 月 8 日早期公開）
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課程了．同年運輸省電子航法研究所入省．
以来，二次監視レーダやマルチラテレー
ションに関する研究開発に従事．電気学会
会員．

呂 暁東 （正員）

平 17 東工大大学院情報理工学研究科博
士課程了．同年同大学助教．平 24 電子航
法研究所入所．工博．分散コンピューティ
ング，航空監視システム，交通情報システ
ムなどの研究に従事．IEEE シニア会員．

稲葉 敬之 （正員）

昭 56 東工大・理・物理卒，昭 58 同大
大学院修士課程了．同年，三菱電機（株）
入社．平 20 年 4 月より電通大教授．工
博．レーダ信号処理，超電導磁気センサ信
号処理，アダプティブアレー信号処理，車
載レーダの研究開発等に従事．IEEE シニ

ア会員．
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