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あらまし TOA（Time of Arrival）測位は，送受信機間の距離を同時に複数観測し，目標の位置を推定する．
この測位では，送受信機間の時計バイアス誤差は一定とし，距離バイアス誤差は送受信機間で共通の値として測
位するのが一般的である．本論文は，テイラー級数推定法を用いて，ドップラー（距離の時間微分値）及び送受
信機ごとに異なるバイアス誤差を有する距離を同時に複数観測し，目標の位置及び速度を推定する二つの方法に
ついて考察する．一つ目は，距離観測値は使用せずに，ドップラーのみを観測値として目標位置，速度を推定す
る方法である．二つ目は，距離及びドップラーを観測値として，目標位置，速度の他に距離バイアス誤差を推定
する方法である．更に，両推定法に対し，配置行列（送受信機の配置より決まる長方行列）を使用した推定可能
となるための条件を明らかにする．また，両者の位置，速度推定結果は同一であることを示す．最後に，配置行
列から算出した固有値とドップラー観測雑音共分散行列の固有値を使用した，位置及び速度推定誤差共分散行列
の上界と下界の算出式を示す．
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1. ま え が き

TOA（Time of Arrival）は，電波到達時間に光速

を乗算した値である送受信間の距離を複数観測し，移

動体の位置を推定する [1]～[8]．ところで，距離は，未

知数である三次元の位置の非線形関数である．このた

め，TOA では，非線形関数からなる連立方程式を解

く必要がある．この方法として，Taylor級数推定法が

知られている [9]．本方法は，解の初期値を仮に与え観

測値を Taylor展開により線形近似して得たモデルに，

重み付き最小自乗法を使用し解を推定する．なお，得
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られた解を初期値に再設定し同一の処理を繰り返すこ

とで，線形近似誤差の縮小を図っている [4]～[9]．

この方法では，送信機間あるいは受信機間の時刻同

期は取れているが，送受信機間の時刻同期は必ずしも

取れていないとするのが一般的である [1]～[8]．この

場合，送受信機間の時刻同期誤差による距離バイアス

誤差を未知数として一つ付加し，位置を推定する．な

お，送受信機間で時刻同期が取れていても，マルチパ

スの影響で，距離バイアスが生じる場合がある．

ここで，マルチパスの影響軽減については，各種の

報告がある．例えば，バイアス誤差が小さい受信局が

既知であれば，マルチパスの影響を軽減するアルゴリ

ズが使用可能である [10]．また，観測誤差の統計的性

質を使用したマルチパスの影響軽減アルゴリズムが報

告されている [11], [12]．しかし，時刻同期誤差は，直

接波のみの場合にも発生する．

このため，本論文では，バイアス誤差が小さい受信

局が未知でも，あるいは受信信号の特性が不明でも，
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距離バイアス誤差が送受信機ごとに異なる場合に対処

可能な方法を提案する．

ここで，距離及びドップラー（距離の時間微分値）

を観測する場合の Taylor 級数推定法による三次元の

目標位置，速度推定の有効性が報告されている [13]．

すなわち，距離のみを観測する TOAで測位が可能

な送受信機の配置ならば，距離とドップラーを複数同

時に観測し三次元の位置及び速度が推定可能なことが

報告されている．また，ドップラーを使用すれば，ドッ

プラーの観測精度や送受信機の配置によらず，距離の

みから算出される位置推定精度以上が実現できること

が示されている．ただし，距離バイアス誤差は，全て

の送受信機間で一定としている．

ところで，航空機からの送信パルスを広域に散在す

る地上の複数の受信局で受信して測位するシステムで

は，GPS を使用した受信局間の時刻同期が有効であ

る [14]．しかし，受信局近くに構造物（鉄塔等）が存

在すると，GPS と受信局間のマルチパスの影響で時

刻オフセット誤差が発生する．この場合，受信局ごと

に瞬時的な距離バイアス誤差が発生する．一方，ドッ

プラー効果を使用し，受信周波数より，ドップラーが

計測可能である．このドップラーを併用した測位性能

の改善結果が報告されている [15]．このドップラーは，

周波数から観測されるため，受信機の時計誤差あるい

は地上の静止物の影響は受けない．

このように送受信機ごとに距離バイアス誤差が異な

る場合，距離観測値は使用せずに，ドップラーのみを

観測値として目標位置，速度を推定する方法が考えら

れる．この方法では，未知数は三次元の位置，速度の

6個である．この場合，位置及び速度の推定には，ドッ

プラーのみを使用するため，最低 6個の観測値が必要

である．

また，距離及びドップラーを観測値として，目標位

置，速度の他に，送受信機ごとに距離バイアス誤差を

推定する方法が考えられる．この方法で，観測値が

n対の距離及びドップラーの場合，未知数は三次元の

位置と速度の 6 個及び距離バイアス誤差の n 個，計

n + 6 個である．また，観測値数は，距離及びドップ

ラーの 2n 個である．したがって，この場合も，位置

及び速度の推定には，最低 6対の距離及びドップラー

の観測値が必要である．

しかし，6個のドップラーあるいは 6対の距離とドッ

プラーがあれば，目標位置，速度が常に推定可能かは

不明である．

本論文では，両推定法に対し，配置行列（送受信機

の配置より決まる長方行列）を使用した目標位置，速

度が推定可能となるための条件を明らかにする．なお，

本論文では，Taylor級数推定法を使用する．また，両

推定法の精度を解析的に比較する．更に，配置行列か

ら算出した固有値とドップラー観測雑音共分散行列の

固有値を使用した，位置及び速度推定誤差共分散行列

の上界と下界の算出式を示す．

2. 観測モデル

ここでは，n対の距離及びドップラー観測値の線形

モデルについて述べる．なお，記述を容易にするため，

目標が送信機を有しているとする．

2. 1 距離の観測モデル

まず，目標とは異なる位置にある i (i = 1, · · · , n)

番目の受信局の位置ベクトル B i（既知）を，DT は

行列 D の転置行列を表すとして，次式で表す．なお，

座標系は，三次元直交座標を使用する

B i = (xi, yi, zi)
T (1)

つぎに，目標の位置を次式で表す．

L = (x, y, z)T (2)

すると，i 番目の送受信機間の距離の真値 Ri は次

式となる．

Ri = fi(x, y, z) (3)

ここで，次式を定義する．

fi(x, y, z) =
√

(xi − x)2 + (yi − y)2 + (zi − z)2

(4)

すると，i 番目の送受信機間の距離の観測値 Rio は

次式となる．

Rio = Ri + bi + vi (5)

ここで，bi は距離のバイアス誤差，vi はランダムな距

離の観測誤差である．なお，マルチパスの影響による

距離のバイアス誤差も bi に含める．

すると，次の式 (7)に全微分の公式を使用し，次の

性質を得る [1], [3]～[7]．

（性質 1）目標の位置推定のための初期値を x0，y0，

z0 とすると，次式を得る．

ΔRio ≈ ( αi βi γi )al + bi + vi (6)
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ここで，次式を定義する．

ΔRio = Rio − fi(x0, y0, z0) (7)

al = (x − x0, y − y0, z − z0)
T (8)

αi =
∂fi

∂x
(x0, y0, z0), βi =

∂fi

∂y
(x0, y0, z0),

γi =
∂fi

∂z
(x0, y0, z0) (9)

性質 1を使用して，In を n × n の単位行列とすれ

ば，次式の距離の線形観測モデルを得る．

z l = ( Al In )

(
al

ab

)
+ v l (10)

ここで，式 (9)を使用し，

ω(i) = ( αi βi γi ) (11)

とし，次式を定義する．

Al =
(

ω(1)T · · · ω(n)T
)T

(12)

z l = (ΔR1o, ΔR2o, · · · , ΔRno)
T (13)

ab = (b1, b2, · · · , bn)T (14)

v l = (v1, v2, · · · , vn)T (15)

なお，Al は n × 3 の行列である．

2. 2 ドップラーの観測モデル

i 番目の受信機の速度ベクトル Ḃ i（既知）を，式

(1)を時間微分し，次式で表す．

Ḃ i = (ẋi, ẏi, żi)
T (16)

つぎに，目標の速度ベクトルを，式 (2)を時間微分

し，次式で表す．

L̇ = (ẋ, ẏ, ż)T (17)

すると，次の性質を得る [13]．

（性質 2）i 番目の送受信機間のドップラーの真値を Ṙi

とすれば，次式を得る．

Ṙi = gi(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) (18)

ここで，次式を定義する．

gi(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) =

(xi−x)(ẋi−ẋ) + (yi−y)(ẏi−ẏ) + (zi−z)(żi−ż)

fi(x, y, z)

(19)

すると，i 番目の送受信機間のドップラーの観測値

Ṙio は次式となる．

Ṙio = Ṙi + v̇i (20)

なお，v̇i はドップラーのランダムな観測誤差である．

次の性質は，ドップラーを，目標の位置と速度とで

線形近似した結果を示す [13]．

（性質 3）速度推定のための初期値を ẋ0，ẏ0，ż0 とす

ると，次式を得る．

ΔṘio ≈ ( αil βil γil )al

+( αi βi γi )ad + v̇i (21)

ここで，次式を定義する．

ΔṘio = Ṙio − gi(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ż0) (22)

αil =
∂gi

∂x
(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ż0),

βil =
∂gi

∂y
(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ż0), (23)

γil =
∂gi

∂z
(x0, y0, z0, ẋ0, ẏ0, ż0)

ad = (ẋ − ẋ0, ẏ − ẏ0, ż − ż0)
T (24)

性質 3及び式 (11)，(12)を使用して，次式のドップ

ラーの線形観測モデルを得る．

zd = Bb + vd (25)

ここで，式 (23)を使用し，

κ(i) = ( αil βil γil ) (26)

Ald =
(

κ(1)T · · · κ(n)T
)T

(27)

とし，次式を定義する．

B = ( Ald Al ) (28)

zd = (ΔṘ1o, ΔṘ2o, · · · , ΔṘno)
T (29)

b =
(

aT
l aT

d

)T

(30)

vd = (v̇1, v̇2, · · · , v̇n)T (31)

なお，Ald は n × 3，B は n × 6 の行列である．

2. 3 距離及びドップラーの観測モデル

性質 1及び 3より，次式の距離及びドップラーの線

形観測モデルを得る．

z = Aa + v (32)
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ここで，Om,n を m × n の零行列とし，次式を定義

する．

z =
(

zT
l zT

d

)T

(33)

A =

(
Al On,3 In

Ald Al On,n

)
(34)

a =
(

aT
l aT

d aT
b

)T

(35)

v =
(

vT
l vT

d

)T

(36)

なお，A は 2n × (n + 6) の行列である．

2. 4 観測雑音共分散行列

ここでは，本論文で使用する TOAでの観測雑音に

おいて，次式を仮定する．なお，E[ ] は平均，D > 0

は行列 D が正値対称行列，D ≥ 0 は行列 D が半正

値対称行列，0 は零ベクトルを表す．

E[v ] = 0 (37)

V = E
[
v vT

]
=

(
Vl Vld

V T
ld Vd

)
> 0 (38)

ここで，次式を定義する．

Vl = E
[
v l vT

l

]
(39)

Vd = E
[
vd vT

d

]
(40)

Vld = E
[
v l vT

d

]
(41)

3. 推 定 方 法

3. 1 ドップラー単独法

次の性質は，n個のドップラー観測値から，重み付

き線形最小自乗法により，目標の位置及び速度が算出

できることを示す．なお，この推定法をドップラー単

独法と呼ぶ．

（性質 4）式 (25) において，重み付き最小自乗法

[16], [17]により，次式を最小とする b̂ を推定する．

J = (zd − Bb̂)T V −1
d (zd − Bb̂) (42)

解は，BT V −1
d B が正則ならば，次式である．

b̂ =
(
BT V −1

d B
)−1

BT V −1
d zd (43)

次の性質は，算出した目標位置が不偏推定量である

ことを示すとともに，その推定誤差共分散行列を示

す [16], [17]．なお，重み付き最小自乗法による推定は，

推定誤差の分散を最小にするとの意味での最適推定

（minimum variance estimate）である [18]．

（性質 5）式 (43)は，次の性質を有する．

E[ b̂ ] = b (44)

E
[
(b̂ − b)(b̂ − b)T

]
=
(
BT V −1

d B
)−1

(45)

3. 2 バイアス検出法

次の性質は，n対の距離及びドップラー観測値から，

重み付き線形最小自乗法により，目標の位置，速度及

び各受信局の距離バイアス誤差が算出できることを示

す．なお，この推定法をバイアス検出法と呼ぶ．

（性質 6）式 (32) において，重み付き最小自乗法

[16], [17]により，次式を最小とする â を推定する．

J = (z − Aâ)T V −1(z − Aâ) (46)

解は，AT V −1A が正則ならば，次式である．

â =
(
AT V −1A

)−1

AT V −1z (47)

次の性質は，算出した目標の位置，速度及び距離バ

イアス誤差が不偏推定量であることを示すとともに，

その推定誤差共分散行列を示す [16], [17]．

（性質 7）式 (47)は，次の性質を有する．

E[ â ] = a (48)

E
[
(â − a)(â − a)T

]
=
(
AT V −1A

)−1

(49)

4. 推定方法の解析

ここでは，ドップラー単独法及びバイアス検出法に

おける解の存在条件，並びに両者の比較について述べ

る．なお，式 (28)をドップラー単独法の配置行列，式

(34)をバイアス検出法の配置行列と呼ぶ．

4. 1 前 提 条 件

ここでは，まず，解の性質の解析に使用する前提条

件について述べる．

（前提条件 1）行列 B の階数は 6である．

（前提条件 2）次式が成立する．

BTB > 0 (50)

（前提条件 3）次のいずれかが成立する．

AT
l Al > 0 and AT

ldAld > AT
ldAl

(
AT

l Al

)−1

AT
l Ald

(51)
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AT
ldAld > 0 and AT

l Al > AT
l Ald

(
AT

ldAld

)−1

AT
ldAl

(52)

（前提条件 4）行列 A の階数は n + 6 である．

（前提条件 5）次式が成立する．

ATA > 0 (53)

次の四つの性質は，前提条件 1～5 が等価なことを

示す．

（性質 8）n ≥ 6 とする．このとき，前提条件 1が成立

するための必要十分条件は，前提条件 2が成立するこ

とである．

（証明）前提条件 1が成立するとする．なお，BTB ≥ 0

は，自明である．このため，六次元ベクトル x に対

し，(a, b) はベクトル a，b の内積を表すとして，

(BTBx, x) = 0 (54)

とする．すると，次式を得る．

(Bx, Bx) = 0 (55)

この結果，次式を得る．

Bx = 0 (56)

行列 B の階数は 6より，行列 B の 6個の列ベクト

ルが 1次独立であるので，次式を得る．

x = 0 (57)

したがって，式 (50)を得る（前提条件 2が成立する）．

逆に，前提条件 2が成立するとする．このとき，式

(56) が成立するとする．すると，式 (55) を得る．こ

の結果，式 (54)を得る．更に，式 (50)より，式 (57)

を得る．

したがって，行列の 6個の列ベクトルが 1次独立で

ある（前提条件 1が成立する）．（証明終）

（性質 9）n ≥ 6 とする．このとき，前提条件 2が成立

するための必要十分条件は，前提条件 3が成立するこ

とである．

（証明）式 (50) が成立することと，半正値対称行列

BTB が正則であることは等価である．ここで，式

(28)より，次式を得る．

BTB =

(
AT

ldAld AT
ldAl

AT
l Ald AT

l Al

)
(58)

式 (58)に，付録の定理 1を使用し，結論を得る．（証

明終）

（性質 10）n ≥ 6 とする．このとき，前提条件 4が成

立するための必要十分条件は，前提条件 5が成立する

ことである．

（証明）性質 8と同様にして証明できる．（証明終）

（性質 11）n ≥ 6 とする．このとき，前提条件 1が成

立するための必要十分条件は，前提条件 4が成立する

ことである．

（証明）前提条件 1 が成立するとする．このとき，式

(28)において，6個の一次独立な行ベクトルが存在す

る．この結果，式 (34) の 2n × (n + 6) の行列 A に

は，n + 6 個の一次独立な行ベクトルが存在する．す

なわち，前提条件 4が成立する．

逆に，前提条件 4が成立するとする．このとき，行

列 B の階数が 5以下とする．この場合，式 (34)及び

(28)より，行列 A には，高々 n + 5 個の一次独立な

行ベクトルしか存在しない．この結果，行列の階数は

n + 5 以下となる．これは，矛盾である．（証明終）

4. 2 解の存在条件

つぎの性質は，式 (43)より，ドップラー単独法の解

の存在条件を示す．

（性質 12）n ≥ 6 で式 (38)が成立すれば，前提条件 1

と次式は，同値である．

0 < BT V −1
d B (59)

（証明）まず，式 (38)より，付録の定理 1を使用して，

次式を得る．

Vd > 0 (60)

ここで，式 (59)が成立するとする．このとき，次式

が成立するとする．

Bx = 0 (61)

すると，次式を得る．(
V −1

d Bx, Bx
)

= 0 (62)

この結果，次式を得る．(
BT V −1

d Bx, x
)

= 0 (63)

式 (59)より，次式を得る．

x = 0 (64)

したがって，式 (61) より，行列の 6 個の列ベクト
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ルが 1次独立である（前提条件 1が成立する）．

逆に，前提条件 1 が成立するとする．なお，

BT V −1
d B ≥ 0 は自明である．このため，式 (63)が成

立するとする．すると，式 (62)を得る．この結果，式

(60) を使用して，式 (61) を得る．更に，前提条件 1

より，式 (64)を得る．故に，式 (59)を得る．（証明終）

つぎの性質は，式 (47)より，バイアス検出法の解存

在条件を示す．なお，証明は，性質 12と同様である．

（性質 13）n ≥ 6 で式 (38)が成立すれば，前提条件 4

と次式は，同値である．

0 < AT V −1A (65)

なお，先に述べたように，前提条件 1～5は等価であ

る．この結果，性質 12及び 13より，次の性質を得る．

（性質 14）n ≥ 6 で式 (38) が成立すれば，前提条件

1～5のいずれかが成立することと，ドップラー単独法

及びバイアス検出法で解があることとは同値である．

4. 3 性 能 比 較

ここでは，式 (47)で算出した â（距離バイアス誤差

も推定）と，式 (43)で算出した b̂（距離バイアス誤差

は推定しない）の位置，速度の推定結果を比較する．

まず，式 (30)及び式 (35)より，次式を得る．

b = Naa (66)

なお，次式を定義する．

Na = ( I6 O6,n ) (67)

すると，次式の âlv が，バイアス検出法による位置

及び速度の推定結果である．

âlv = Naâ (68)

次の性質は，バイアス検出法で算出した目標位置及

び速度が不偏推定量であることを示すとともに，その

推定誤差共分散行列を示す．なお，証明は，性質 7及

び式 (66)より得られる．

（性質 15）式 (68)は，次の性質を有する．

E[ âlv ] = Naa = b (69)

E
[
(âlv − Naa)(âlv − Naa)T

]
= Na

(
AT V −1A

)−1

NT
a (70)

次の性質は，式 (70)及び (45)より，位置及び速度

の推定精度は，バイアス検出法とドップラー単独法と

で同一であること示す．更に，式 (68)，(47)及び (43)

より，位置及び速度の推定結果も，同一であること示

す．なお，この結果は，バイアス検出法において，距

離観測値は，位置及び速度の推定に寄与しないことを

示す．

（性質 16）式 (38)が成立し，前提条件 1～5のいずれ

かが成立すれば，次式を得る．

Na

(
AT V −1A

)−1

NT
a =

(
BT V −1

d B
)−1

(71)

Na

(
AT V −1A

)−1

AT V −1z

=
(
BT V −1

d B
)−1

BT V −1
d zd (72)

（証明）式 (28)より，次式を得る．

BT V −1
d =

(
AT

ldV −1
d

AT
l V −1

d

)
(73)

BT V −1
d B =

(
AT

ldV −1
d Ald AT

ldV −1
d Al

AT
l V −1

d Ald AT
l V −1

d Al

)
(74)

式 (73)より，次式を得る．

(
BT V −1

d B
)−1

BT V −1
d zd

=
(
BT V −1

d B
)−1

(
AT

ldV −1
d zd

AT
l V −1

d zd

)
(75)

ここで，n × n の行列 G11，G12，G22 を使用して，

式 (38)より，次式を定義する．

V −1 =

(
G11 G12

GT
12 G22

)
> 0 (76)

式 (76)に，付録の定理 1を使用して，次式を得る．

G22 − GT
12G

−1
11 G12 = V −1

d (77)

式 (34)及び (76)より，次式を得る

AT V −1 =

⎛
⎜⎝

AT
l G11+AT

ldGT
12 AT

l G12+AT
ldG22

AT
l GT

12 AT
l G22

G11 G12

⎞
⎟⎠

(78)

AT V −1A =

(
K11 K12

KT
12 G11

)
(79)

ここで，

P = AT
l G11Al + AT

ldGT
12Al + AT

l GT
12Ald (80)
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として，次式を定義する．

K11 =(
P + AT

ldG22Ald AT
l G12Al+AT

ldG22Al

AT
l GT

12Al+AT
l G22Ald AT

l G22Al

)

(81)

K12 =

(
AT

l G11 + AT
ldGT

12

AT
l GT

12

)
(82)

式 (79) に，付録の定理 1 及び式 (67) を使用して，

次式を得る．[
Na

(
AT V −1A

)−1

NT
a

]−1

= K11 − K12G
−1
11 KT

12

(83)

式 (82)より，式 (80)を使用して，次式を得る．

K12G
−1
11 KT

12 =(
P+AT

ldGT
12G

−1
11 G12Ald AT

l G12Al+AT
ldGT

12G
−1
11 G12Al

AT
l GT

12Al+AT
l GT

12G
−1
11 G12Ald AT

l GT
12G

−1
11 G12Al

)

(84)

式 (81)及び (84)より，式 (77)を使用して，次式を

得る．

K11 − K12G
−1
11 KT

12 =

(
AT

ldV −1
d Ald AT

ldV −1
d Al

AT
l V −1

d Ald AT
l V −1

d Al

)

(85)

式 (83) に，式 (85) 及び (74) を使用して，式 (71)

を得る．

つぎに，式 (67)及び (79)に，式 (71)及び付録の定

理 1を使用して，次式を得る．

Na

(
AT V −1A

)−1

=
( (

BT V −1
d B

)−1

−
(
BT V −1

d B
)−1

K12G
−1
11

)
(86)

式 (86)及び (78)より，式 (82)を使用して，次式を

得る．

Na

(
AT V −1A

)−1

AT V −1 =

(
BT V −1

d B
)−1

⎛
⎝O3,n AT

ld

[
G22−GT

12G
−1
11 G12

]
O3,n AT

l

[
G22−GT

12G
−1
11 G12

]
⎞
⎠

(87)

式 (87)に，式 (77)を使用して，次式を得る．

Na

(
AT V −1A

)−1

AT V −1

=
(
BT V −1

d B
)−1

(
O3,n AT

ldV −1
d

O3,n AT
l V −1

d

)
(88)

式 (88)及び (33)より，次式を得る．

Na

(
AT V −1A

)−1

AT V −1z

=
(
BT V −1

d B
)−1

(
AT

ldV −1
d zd

AT
l V −1

d zd

)
(89)

式 (89)及び (75)より，式 (72)を得る．（証明終）

4. 4 位置及び速度の推定誤差の上界と下界

ここでは，式 (43) で算出した b̂（ドップラー単独

法）の位置，速度の推定誤差について述べる．

まず，式 (30)より，次式を得る．

al = Nlb (90)

ad = Nvb (91)

なお，次式を定義する．

Nl = ( I3 O3,3 ) (92)

Nv = ( O3,3 I3 ) (93)

すると，次式の b̂l，b̂v がそれぞれドップラー単独

法による位置及び速度の推定結果である．

b̂l = Nlb̂ (94)

b̂v = Nv b̂ (95)

次の性質は，ドップラー単独法の位置あるいは速度

の推定誤差共分散行列の上界及び下界を示す．

（性質 17）式 (38)が成立し，前提条件 1～5のいずれか

が成立するとする．また，AT
ldAld −AT

ldAl

(
AT

l Al

)−1

AT
l Ald の最小固有値を λl,min，最大固有値を λl,max

とする．更に，AT
l Al − AT

l Ald

(
AT

ldAld

)−1

AT
ldAl の

最小固有値を λv,min，最大固有値を λv,max とする．

更にまた，式 (40) の最小固有値を σ2
d,min，最大固有

値を σ2
d,max とする．すると，次式を得る．

σ2
d,min

λl,max
I3 ≤ E

[
(b̂l − E[ b̂l ])(b̂l − E[ b̂l ])

T
]

≤ σ2
d,max

λl,min
I3 (96)
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σ2
d,min

λv,max
I3 ≤ E

[
(b̂v − E[ b̂v ])(b̂v − E[ b̂v ])T

]

≤ σ2
d,max

λv,min
I3 (97)

（証明）性質 5 に，式 (94) 及び (95) を使用して，そ

れぞれ次式を得る．

E
[
(b̂l − E[ b̂l ])(b̂l − E[ b̂l ])

T
]

= Nl

(
BT V −1

d B
)−1

NT
l (98)

E
[
(b̂v − E[ b̂v ])(b̂v − E[ b̂v ])T

]
= Nv

(
BT V −1

d B
)−1

NT
v (99)

式 (58)に，付録の定理 1を使用して，次式を得る．

Nl

(
BT B

)−1

NT
l

=
[
AT

ldAld − AT
ldAl

(
AT

l Al

)−1

AT
l Ald

]−1

(100)

Nv

(
BT B

)−1

NT
v

=
[
AT

l Al − AT
l Ald

(
AT

ldAld

)−1

AT
ldAl

]−1

(101)

ここで，前提条件 3を使用して，次式を得る．

0 < λl,minI3 ≤ AT
ldAld − AT

ldAl

(
AT

l Al

)−1

AT
l Ald

≤ λl,maxI3 (102)

0 < λv,minI3 ≤ AT
l Al − AT

l Ald

(
AT

ldAld

)−1

AT
ldAl

≤ λv,maxI3 (103)

式 (102)及び (103)より，それぞれ次式を得る．

0 <
1

λl,max
I3

≤
[
AT

ldAld − AT
ldAl

(
AT

l Al

)−1

AT
l Ald

]−1

≤ 1

λl,min
I3 (104)

0 <
1

λv,max
I3

≤
[
AT

l Al − AT
l Ald

(
AT

ldAld

)−1

AT
ldAl

]−1

≤ 1

λv,min
I3 (105)

式 (38)及び仮定より，次式を得る．

0 < σ2
d,minIn ≤ Vd ≤ σ2

d,maxIn (106)

式 (106)より，次式を得る．

0 <
1

σ2
d,max

In ≤ V −1
d ≤ 1

σ2
d,min

In (107)

式 (107)より，次式を得る．

1

σ2
d,max

(Bx, Bx) ≤ (V −1
d Bx, Bx)

≤ 1

σ2
d,min

(
BTBx, x

)
(108)

式 (108)より，次式を得る．

1

σ2
d,max

(
BTBx, x

)
≤
(
BT V −1

d Bx, x
)

≤ 1

σ2
d,min

(
BTBx, x

)
(109)

式 (109)より，次式を得る

1

σ2
d,max

BTB ≤ BT V −1
d B ≤ 1

σ2
d,min

BTB (110)

式 (110)より，次式を得る

σ2
d,min

(
BTB

)−1

≤
(
BT V −1

d B
)−1

≤ σ2
d,max

(
BTB

)−1

(111)

式 (111)より，次式を得る

σ2
d,minNl

(
BTB

)−1

NT
l ≤ Nl

(
BT V −1

d B
)−1

NT
l

≤ σ2
d,maxNl

(
BTB

)−1

NT
l (112)

式 (112)に，式 (100)及び (104)を使用して，次式

を得る．

σ2
d,min

λl,max
I3 ≤ Nl

(
BT V −1

d B
)−1

NT
l ≤ σ2

d,max

λl,min
I3

(113)

式 (113)及び (98)より，式 (96)を得る．

式 (111)より，次式を得る

σ2
d,minNv

(
BTB

)−1

NT
v ≤ Nv

(
BT V −1

d B
)−1

NT
v

≤ σ2
d,maxNv

(
BTB

)−1

NT
v (114)

式 (114)に，式 (101)及び (105)を使用して，次式

を得る．

σ2
d,min

λv,max
I3 ≤ Nv

(
BT V −1

d B
)−1

NT
v ≤ σ2

d,max

λv,min
I3

(115)
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式 (115)及び (99)より，式 (97)を得る．

5. 考 察

5. 1 前 提 条 件

ドップラー単独法及びバイアス検出法において解が

存在する必要十分条件の一つは，前提条件 1 が成立

することである．この結果，解が存在するためには，

ドップラー単独法では最低 6 個のドップラー観測値，

バイアス検出法では最低 6対の距離とドップラー観測

値が必要であることが分かる．

5. 2 位置及び速度の推定誤差の上界と下界

位置及び速度の推定誤差共分散行列の算出式は，そ

れぞれ式 (98)及び (99)である．これらを使用すれば，

推定精度がモンテカルロシミュレーションを使用せず

に見積り可能である．更に，本論文では，推定誤差の

見積りを容易にするため，性質 17 を提案した．性質

17は，送受信機の配置に起因する式 (100)及び (101)

の評価値である固有値と，センサ性能から，推定誤差

を実数値で評価する方式を示す．

なお，異なる送受信機間の観測雑音は無相関とし，i

(i = 1, 2, · · · , n) 番目の送受信機間のドップラー観測

雑音の分散を σ2
id とすれば，式 (40)は次式となる．

Vd = diag{σ2
1d, σ2

2d, · · · , σ2
nd} (116)

ここで，diag{a1, a2, · · · , an}は対角成分を a1, a2, · · · ,
an とする対角行列とする．

この場合，性質 17 において，式 (40) の最小固

有値 σ2
d,min，最大固有値 σ2

d,max はそれぞれ σ2
id

(i = 1, 2, · · · , n) のうちの最小値，最大値である．こ

の結果，位置及び速度の推定誤差共分散行列の上界と

下界の算出式は分かりやすくなる．

ところで，式 (100) において，ある直交行列 U を

使用して，次式を得る．

UT
[
AT

ldAld − AT
ldAl

(
AT

l Al

)−1

AT
l Ald

]−1

U

= diag

{
1

λl,max
,

1

λl
,

1

λl,min

}
(117)

ここで，式 (51)及び性質 17における固有値の仮定

より，次式を得る．

0 <
1

λl,max
≤ 1

λl
≤ 1

λl,min
(118)

式 (117) 及び (118) は，直交行列 U を使用して直

交座標 x，y，zを他の直交座標に変換したときの配置

に起因する誤差の分散の最大値は
1

λl,min
，最小値は

1

λl,max
を示す．すなわち，

1

λl,min
及び

1

λl,max
は，配

置に起因する誤差の分散の最大，最小を評価する最も

タイトな指標となっている．式 (101)も同様である．

なお，位置及び速度の推定精度は，性質 16 よりバ

イアス検出法とドップラー単独法とで同一であるの

で，性質 17 の結果は，バイアス検出法にも適用可能

である．

5. 3 DOPによる評価との関係

ここでは，GPS で使用されている測位精度劣化

の従来からの指標である DOP（Dilution of Preci-

sion）[4]～[8]と本論文との関連について述べる．

式 (40)は次式のように書けるとする．

Vd = σ2In (σ > 0) (119)

また，BTB は正則（前提条件 2 と等価）な対角行

列で，次式のように書けるとする．(
BTB

)−1

=diag{σ2
x, σ2

y, σ2
z , σ2

vx, σ2
vy, σ2

vz} (120)

すると，式 (45)は，次式となる．

(
BT V −1

d B
)−1

=σ2 diag{σ2
x, σ2

y, σ2
z , σ2

vx, σ2
vy, σ2

vz}
(121)

式 (119)及び (120)を仮定すれば，式 (121)のよう

に，本論文の結果を DOPの手法により評価すること

は可能である．しかし，GPS 以外の測位システムで

は，式 (119)及び (120)が近似的にも成立していると

は限らない．このため，本論文では，DOP による簡

易な評価ではなく，厳密な解析手法を採用した．

6. む す び

本論文では，Taylor級数推定法を使用して，ドップ

ラー及び送受信機ごとに異なるバイアス誤差を有する

距離を同時に複数観測し，目標位置，速度を推定する

ドップラー単独法及びバイアス検出法について述べた．

更に，これら二つの方法に対し，配置行列を使用した

推定可能となるための条件を明らかにした．また，両

者の位置，速度推定結果は同一であることを示した．

更に，配置行列から算出した固有値とドップラー観測

雑音共分散行列の最大固有値，最小固有値を使用した，

位置及び速度推定誤差共分散行列の上界及び下界の算

出式を示した．
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付 録

（定理 1）D は (m + n) × (m + n)，D11 は m × m，

D22 は n × n の行列で，

D =

(
D11 D12

D12
T D22

)
≥ 0 (A·1)

とする．

すると，D が正値対称行列ならば，D22 及び

H = D11 − D12D
−1
22 DT

12 は正値対称行列で，次式

が成立する．逆に，D22 及び H が正値対称行列なら

ば，D は正値対称行列で，次式が成立する．

D−1 =(
H−1 −H−1D12D

−1
22

−D−1
22 DT

12H
−1 D−1

22 +D−1
22 DT

12H
−1D12D

−1
22

)

(A·2)

また，D が正値対称行列ならば，D11 及び F =

D22 −DT
12D

−1
11 D12 は正値対称行列で，次式が成立す

る．逆に，D11 及び F が正値対称行列ならば，D は

正値対称行列で，次式が成立する [5]．

D−1 =(
D−1

11 +D−1
11 D12F

−1DT
12D

−1
11 −D−1

11 D12F
−1

−F−1DT
12D

−1
11 F−1

)

(A·3)

（平成 28 年 8 月 29 日受付，10 月 31 日再受付，
11 月 28 日早期公開）
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