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あらまし 航空機等の目標からの送信電波を，地上の複数の受信局で受信して，目標の位置及び速度を推定す
る方法について述べる．各受信局は，受信時刻，周波数が計測可能とする．なお，送信時刻は不明であるが，送
信周波数は既知とする．この場合，異なる位置にある 4 カ所以上の受信局間の電波到達時刻差（距離差）を使用
して，移動体の位置が推定できる．ただし，この TDOA（Time Difference of Arrival）測位では，送受信機の
配置により測位精度が大きく変化し，発散する場合すらある．また，ドップラー効果を利用し，各受信局で，目
標の距離変化率（ドップラー）が計測できる．本論文では，Taylor展開推定法により三次元の位置及び速度を推
定する二つの方法を提案し比較した．逐次法は，距離差のみで位置を推定したのち，この推定結果とドップラー
を使用して速度を推定する．同時法は，距離差とドップラーを使用して，位置と速度を同時に推定する．比較し
た結果，速度推定精度は両者で同一であるが，位置推定精度は，同時法が優れていることが分かった．更に，送
受信機の配置より定まる行列の最小特異値を使用した推定誤差上界の算出式を示した．
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1. ま え が き

航空機等の移動物体である目標から送信された電波

を，地上に設置された複数の受信局で受信して，目標

の位置及び速度を推定するシステムについて考察する．

なお，各受信局では，受信時刻，周波数が計測可能と

する．また，送信時刻は不明であるが，送信周波数は

既知とする．したがって，目標の有する送信機に，送

信時刻の付加などの新たな機能追加は不要である．

なお，TDOA（Time Difference of Arrival）測位

では，基準局と異なる位置に配置された 3カ所以上の

受信局で受信した移動体からの電波の受信時刻と，基

準局での受信時刻の差である電波到達時刻差を使用し

て，移動体の位置を推定する [1]～[3]．

例えば，WAM（Wide Area Multilateration）は，
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空港周辺の航空機を，従来のレーダより，高精度かつ

高サンプルレートで監視することを目的としたシステ

ムである [1]～[3]．

一方，TOA（Time of Arrival）は，距離の観測値

を使用して，移動体の位置を推定する [4]～[7]．例え

ば，GPS（Global Positioning System）は，高精度

の送信時刻を使用した TOAである．しかし，TDOA

測位では送信時刻が不要である．

なお，距離も距離差も，未知数である三次元の位置

の非線形関数である．このため，TOA や TDOA で

は，Taylor 展開により線形近似した得た線型モデル

に，重み付き最小自乗法を使用して解を算出する方法

（Taylor 展開推定法と呼ぶ）が使用されている [1]～

[8]．

しかし，TDOA 測位では，送受信機の配置により

測位精度が大きく変化し，発散する場合すらある [1]～

[3]．なお，ドップラー効果を利用することにより，各

受信局で，目標の距離変化率（ドップラー）が計測で

きる．このドップラーを併用した TDOA測位性能の

改善が提案されている [9]．ただし，提案は，水平面内

での速度及び方位角が既知であることを前提にしてお
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り，適用範囲に限界がある．また，文献 [9] は，三次

元の速度推定は行っていない．

本論文では，Taylor展開推定法において，距離差と

ドップラーを複数同時に観測し，三次元の位置及び速

度を推定する二つの方法を比較する．一つ目は，距離

差のみを観測する TDOAで位置を推定したのち，こ

の推定結果とドップラーを使用して速度を推定する逐

次法である．逐次法は，ドップラーの使用による速度

推定が，位置推定に悪影響を及ぼさないとの利点があ

る．二つ目は，距離差とドップラーを使用して，位置

と速度を同時に推定する同時法である．同時法では，

ドップラーの使用が，位置推定に悪影響するか否かを

明らかにする必要がある．また，送受信機の配置より

定まる行列の最小特異値を使用した推定誤差上界の算

出式を示す．

2. 目標位置の推定

ここでは，n 個の電波到達時刻差（距離差）から，

三次元の目標位置を推定する方法について述べる．

2. 1 距離差の観測モデル

受信局は基準局を含め n + 1 個あるとし，i (i =

0, · · · , n) 番目の受信局（固定位置）の位置ベクトル

B i（既知）を，DT は行列 D の転置行列を表すと

して，次式で表す．なお，i = 0 の受信局を基準局と

呼ぶ．

B i = (xi, yi, zi)
T (1)

座標系は，三次元直交座標を使用する．

一方，移動体（電波送信元）の位置ベクトル（未知）

の真値を次式で表す．

L = (xl, yl, zl)
T (2)

すると，移動体から i番目の受信局までの距離の真

値 Ri は次式となる．

Ri = fi(xl, yl, zl) (3)

ここで，次式を定義する．

fi(x, y, z) =
√

(xi − x)2 + (yi − y)2 + (zi − z)2

(4)

すると，移動体から i番目の受信局と，移動体から

基準局までの距離差の観測値 Ri0o，その観測誤差 vi

は次式で得られる．

Ri − R0 + vi = Ri0o (i = 1, · · · , n) (5)

次の性質は，距離差を移動体の位置で線形近似した

結果を示す [1]．

（性質 1）移動体の位置推定のための初期値を x0
l，y0

l，

z0
l とすると，次式を得る．

ΔRi0o ≈ (αi − α0)(xl − x0
l ) + (βi − β0)(yl − y0

l )

+ (γi − γ0)(zl − z0
l ) + vi (6)

ここで，次式を定義する．

ΔRi0o = Ri − R0 + vi − gi(x
0
l , y

0
l , z0

l ) (7)

gi(x, y, z) = fi(x, y, z) − f0(x, y, z) (8)

αi = − xi − x0
l

fi(x0
l , y

0
l , z0

l )
, βi = − yi − y0

l

fi(x0
l , y

0
l , z0

l )

γi = − zi − z0
l

fi(x0
l , y

0
l , z0

l )
(9)

2. 2 線形モデル

n + 1 個の受信局で受信するとすれば，式 (6)より，

次式の線形観測モデルを得る [1]．

bl = Alal + v l (10)

ここで，

bl = (ΔR10o, · · · , ΔRn0o)
T (11)

al = (x − x0
l , y − y0

l , z − z0
l )T (12)

v l = (v1, · · · , vn)T (13)

で，また，式 (9)を使用して，

ω(i) = ( αi βi γi ) (14)

とし，次式を定義する．

Al =
(

[ω(1) − ω(0)]T · · · [ω(n) − ω(0)]T
)T

(15)

なお，行列 Al を TDOAの配置行列と呼ぶ．更に，

E[ ] は平均を表すとして，次式が仮定できる [1]．

E[v l] = 0 (16)

Vl = E
[
v l vT

l

]

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σ2
1 + σ2

0 σ2
0 · · · σ2

0

σ2
0 σ2

2 + σ2
0

. . .
...

...
. . .

. . . σ2
0

σ2
0 · · · σ2

0 σ2
n + σ2

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(17)
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ここで，光の速さを c，受信局 i のランダムな受信機

時計誤差を εi，その分散を ρ2
i とすれば，σ2

i = c2ρ2
i

で，次式の関係を有する [1]．

vi = c(εi − ε0) (i = 1, · · · , n) (18)

なお，TOAの場合とは異なり，式 (17)は対角行列

ではない．しかし，次の性質が示すように，Vl は正則

行列である [1]．なお，D > 0 は行列 D が正値対称行

列，D ≥ 0 は行列 D が半正値対称行列を表す．

（性質 2）σ2
i > 0 (i = 0, · · · , n)とすれば，次式を得る．

Vl > 0 (19)

2. 3 重み付き最小自乗解

次の性質は，重み付き線形最小自乗法 [10], [11]によ

り，目標の位置が算出できることを示す [1]．

（性質 3）式 (10)において，重み付き最小自乗法によ

り，次式を最小とする âl を推定する．

Jl = (bl − Alâl)
T V −1

l (bl − Alâl) (20)

解は，AT
l V −1

l Al が正則ならば，次式である．

âl = (AT
l V −1

l Al)
−1AT

l V −1
l bl (21)

次の性質は，算出した目標位置が不偏推定量である

こと，及びその推定誤差共分散行列を示す [1]．

（性質 4）式 (21)は，次の性質を有する．

E[ âl] = al (22)

E
[
(âl−al)(âl−al)

T
]
=(AT

l V −1
l Al)

−1 >0 (23)

2. 4 重み付き最小自乗解の性質

ここでは，距離差とドップラー観測値を併用した場

合の目標位置推定法との比較に使用する式 (21) の特

徴について述べる．

ここで，本論文に使用する前提条件を次に示す．

（前提条件 1）ω(i) − ω(0) (i = 1, · · · , n) のうち．い

ずれか 3個が 1次独立とする．なお，3 ≤ n とする．

次の性質で P = V −1
l の場合を考えれば，行列 Al

の行ベクトルにより，AT
l V −1

l Al の逆行列が算出可能

かを判定できることを示す．

（性質 5）P は，(n + 1) × (n + 1) の任意の正値対称

行列とする．すると，前提条件 1が成立するときのみ，

AT
l PAl は正値対称行列である．

（証明）仮定より AT
l PAl は半正値である．ここで，ベ

クトル l と m の内積を (l, m) とする．すると，任意

の三次元ベクトル x に対して，次式を得る．

(AT
l PAlx, x) = (PAlx, Alx) (24)

したがって，

(AT
l PAlx, x) = 0 (25)

とすれば，式 (24)及び P は正値の仮定より，次式を

得る．

Alx = 0 (26)

前提条件 1 が成立するとき，式 (15) より Al の階

数は 3 であるため，次式を得る．この結果，AT
l PAl

は正値である．

x = 0 (27)

逆に，前提条件 1 が成立しないとき，Al の階数は

2以下であるため，式 (27)を満たさない式 (26)の解

があり，AT
l PAl は正値ではない．（証明終）

次の性質は，推定誤差を評価するのに使用する．な

お，n × n の単位行列を In と書く．

（性質 6）次式を得る．

Vl ≤
[
σ2

max + nσ2
0

]
In (28)

ここで，次式を定義する．

σ2
max = max. σ2

i (i = 1, · · · , n) (29)

（証明）まず，次式を定義する．

Vlmax =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σ2
max+σ2

0 σ2
0 · · · σ2

0

σ2
0 σ2

max+σ2
0

. . . σ2
0

...
. . .

. . . σ2
0

σ2
0 · · · σ2

0 σ2
max+σ2

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(30)

式 (17)及び (30)より，式 (29)を使用して，次式を

得る．

Vl ≤ Vlmax (31)

式 (31)及び付録の補題を使用して，式 (28)を得る．

（証明終）

次の性質は，式 (23)の推定誤差の上界を示す．

（性質 7）前提条件 1が成立するとする．また，Al の

最小特異値を λl,min（AT
l Al の最小固有値の平方根と
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等価 [11]）とする．すると，次式を得る．[
AT

l V −1
l Al

]−1

≤ (σ2
max + nσ2

0)/λ2
l,min · I3 (32)

（証明）性質 5 より AT
l Al は正値であるので，AT

l Al

の固有値は全て正である．したがって，次式を得る．

0 < λ2
l,minI3 ≤ AT

l Al (33)

ここで，次式を得る．

(AT
l V −1

l Alx, x) = (V −1
l Alx, Alx) (34)

式 (28)及び (34)より，次式を得る．

1

(σ2
max+nσ2

0)
(Alx, Alx)≤(AT

l V −1
l Alx, x) (35)

式 (33)及び (35)より，次式を得る．

0 <
λ2

l,min

(σ2
max+nσ2

0)
(x, x) ≤ (AT

l V −1
l Alx, x) (36)

式 (36)より，式 (32)を得る．（証明終）

3. 目標位置・速度の推定

ここでは，n 個の電波到達時刻差（距離差）及び

n + 1 個のドップラーから，三次元の目標位置及び目

標速度を推定する方法について述べる．

3. 1 ドップラーの観測モデル

目標の速度ベクトルを，式 (2)を時間微分して，次

式で表す．

L̇ = (ẋl, ẏl, żl)
T (37)

次の性質は，目標のドップラー真値算出式を示す．

なお，証明は，受信局は固定位置にあるとの仮定より，

式 (4)を時間 tで微分して得られる．

（性質 8）i番目の受信機が計測する目標のドップラー

の真値を Ṙi とすれば，次式を得る．

Ṙi = hi(xl, yl, zl, ẋl, ẏl, żl) (38)

ここで，次式を定義する．

hi(x, y, z, ẋ, ẏ, ż)

= − (xi − x)ẋ + (yi − y)ẏ + (zi − z)ż

fi(x, y, z)
(39)

すると，i 番目の送受信機間のドップラーの観測値

Ṙio，その観測誤差 v̇i は次式で得られる．

Ṙio = Ṙi + v̇i (40)

次の性質は，ドップラーを，目標の位置と速度とで

線形近似した結果を示す．

（性質 9）速度推定のための初期値を ẋ0
l，ẏ0

l，ż0
l とす

ると，次式を得る．

ΔṘio ≈ αil(xl − x0
l ) + βil(yl − y0

l ) + γil(zl − z0
l )

+αi(ẋl−ẋ0
l )+βi(ẏl−ẏ0

l )+γi(żl−ż0
l )+v̇i (41)

ここで，次式を定義する．

ΔṘio = Ṙio − hi(x
0
l , y

0
l , z0

l , ẋ0
l , ẏ

0
l , ż0

l ) (42)

αil =

ẋ0
l fi(x

0
l , y

0
l , z0

l )+(xi−x0
l )hi(x

0
l , y

0
l , z0

l , ẋ0
l , ẏ

0
l , ż0

l )

fi(x0
l , y

0
l , z0

l )2
,

βil =

ẏ0
l fi(x

0
l , y

0
l , z0

l )+(yi−y0
l )hi(x

0
l , y

0
l , z0

l , ẋ0
l , ẏ

0
l , ż0

l )

fi(x0
l , y

0
l , z0

l )2
,

(43)

γil =

ż0
l fi(x

0
l , y

0
l , z0

l )+(zi−z0
l )hi(x

0
l , y

0
l , z0

l , ẋ0
l , ẏ

0
l , ż0

l )

fi(x0
l , y

0
l , z0

l )2

3. 2 ドップラーの線形モデル

n+1 個の受信局で受信するとすれば，式 (41)，(12)

及び (14)より，次式の線形観測モデルを得る．

bd = Aldal + Adad + vd (44)

ここで，

bd = (ΔṘ0o, · · · , ΔṘno)
T (45)

Ad =
(

ω(0)T · · · ω(n)T
)T

(46)

ad = (ẋ − ẋ0
l , ẏ − ẏ0

l , ż − ż0
l )T (47)

vd = (v̇0, · · · , v̇n)T (48)

で，また，

κ(i) =
(

αil βil γil

)
(49)

として，次式を定義する．

Ald =
(

κ(0)T · · · κ(n)T
)T

(50)

また，次式を仮定する．

E[v̇i] = 0 (i = 0, · · · , n) (51)

E[v̇iv̇j ] = σ̇2
i (i = j); 0 (i �= j) (52)

すると，diag{a0, · · · , an} は対角成分を a0, · · · , an
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とする対角行列を表すとすれば，式 (48)より，次式を

得る．

E[vd] = 0 (53)

Vd = E
[
vd vT

d

]
= diag{σ̇2

0 , · · · , σ̇2
n} > 0 (54)

3. 3 距離差・ドップラーの線形モデル

n + 1 個の受信局で受信するとすれば，式 (10)及び

(44)より，次式の線形観測モデルを得る．

b = Aa + v (55)

ここで，Om,n を m×n の零行列を表すとすれば，

b =
(

bT
l bT

d

)T

(56)

A =

(
Al On,3

Ald Ad

)
(57)

a =
(

aT
l aT

d

)T

(58)

v =
(

vT
l vT

d

)T

(59)

である．なお，行列 A を配置行列と呼ぶ．

また，距離差とドップラーの観測誤差は，無相関と

して，次式を仮定する．

E[viv̇j ] = 0 (i = 1, · · · , n; j = 0, · · · , n) (60)

すると，式 (16)，(53)及び (17)，(54)，(60)より，

式 (59)を使用して，次式を得る．

E[v ] = 0 (61)

V = E
[
v vT

]
=

(
Vl On,n+1

On+1,n Vd

)
(62)

3. 4 配置行列の性質

次の性質は，式 (15) の行列を構成する行ベクトル

の 1 次独立性より，式 (46) の行列を構成する行ベク

トルの 1次独立性が判定できることを示す．

（性質 10）前提条件 1 が成立しているとする．また，

ω(i) − ω(0)，ω(j) − ω(0)，ω(k) − ω(0) が 1次独立

とする．すると，ω(i)，ω(j)，ω(k)，ω(0) (1 ≤ i <

j < k ≤ n)のいずれか 3個は 1次独立である．また，

行列 Ad の階数は 3，行列 A の階数は 6である．

（証明）まず，a = ω(i)T，b = ω(j)T，c = ω(k)T，

d = ω(0)T において，a − d，b − d，c − d が 1次独

立ならば，a，b，c，d のうち，いずれか 3 個が 1 次

独立であることを示す．このためには，a，b，c，d の

いずれの 3個も 1次従属として，矛盾を示せばよい．

ここで，|D| は，行列 D の行列式を表すとする．す

ると，a− d，b− d，c− d が 1次独立ならば，次式を

得る．∣∣∣ a − d b − d c − d
∣∣∣ �= 0 (63)

一方，a，b，c，d いずれの 3個も 1次従属ならば，

次式を得る．∣∣∣ a b c
∣∣∣ = ∣∣∣ a b d

∣∣∣
=
∣∣∣ a c d

∣∣∣ = ∣∣∣ b c d
∣∣∣ = 0 (64)

同一の列ベクトルを有する行列の行列式は 0及び式

(64)を使用し，次式を得る．∣∣∣ a − d b − d c − d
∣∣∣ = 0 (65)

式 (63)と，式 (65)は矛盾しており，a，b，c，dのう

ち，いずれか 3個が 1次独立である．この結果，ω(i)，

ω(j)，ω(k)，ω(0) のうち，いずれか 3個は 1次独立

である．したがって，(n+1)× 3 の式 (46)の行列 Ad

の階数は 3である．更に，仮定より Al の階数は 3で

あるので，式 (57) の行列 A の階数は 6 である．（証

明終）

次の性質は，距離差とドップラーを観測値として，

目標位置及び速度を推定する場合の解の存在条件を示

すのに使用する．なお，証明は，性質 10 を使用すれ

ば，性質 5と同様である．

（性質 11）Q は，(2n + 1) × (2n + 1) の任意の正値

対称行列とする．すると，前提条件 1 が成立すると

きのみ，AT QA は正値対称行列である．また，P は，

(n + 1)× (n + 1) の任意の正値対称行列とする．する

と，前提条件 1が成立するとき，AT
d PAd は正値対称

行列である．

3. 5 位置・速度逐次推定

ここでは，ドップラー観測値と式 (21) で算出した

目標位置とを使用して，目標速度を推定する方法（逐

次法と呼ぶ）について述べる．

式 (44)において，al をその推定値である式 (21)の

âl で表現すれば，次式を得る．

bd − Aldâl = Adad + vd + Aldw l (66)

ここで，次式を定義する．

w l = al − âl (67)
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ところで，式 (54)，(67)，(23) 及び (60) より，次

式を得る．

Wld = E
[
(vd + Aldw l)(vd + Aldw l)

T
]

= Vd + Ald(AT
l V −1

l Al)
−1AT

ld > 0 (68)

次の性質は，重み付き線形最小自乗法により，目標

の速度が算出できることを示す．

（性質 12）式 (66) において，重み付き最小自乗法

[10], [11]により，次式を最小とする âd を推定する．

Jd =

[(bd−Aldâl)−Adâd]T W−1
ld [(bd−Aldâl)−Adâd]

(69)

解は，AT
d W−1

ld Ad が正則ならば，次式である．なお，

性質 11より，前提条件 1が成立するとき，AT
d W−1

ld Ad

は正則である．

âd =
[
AT

d W−1
ld Ad

]−1

AT
d W−1

ld (bd − Aldâl) (70)

次の性質は，重み付き最小自乗法により算出した目

標速度が不偏推定量であること，及びその推定誤差共

分散行列を示す．

（性質 13）前提条件 1が成立するとき，式 (70)は，次

の性質を有する．

E[ âd] = ad (71)

E
[
(âd − ad)(âd − ad)T

]
=
[
AT

d W−1
ld Ad

]−1

> 0

(72)

3. 6 位置・速度同時推定

ここでは距離差とドップラー観測値より，目標位置

と速度を同時に推定する方法（同時法と呼ぶ）につい

て述べる．

次の性質は，重み付き線形最小自乗法により，目標

の位置及び速度が算出できることを示す．

（性質 14）式 (55)において，重み付き最小自乗法によ

り，次式を最小とする â を推定する．

J = (b − Aâ)TV −1(b − Aâ) (73)

解は，AT V −1A が正則ならば，次式である．なお，

性質 11より，前提条件 1が成立するとき，AT V −1A

は正則である．

â = (AT V −1A)−1AT V −1b (74)

次の性質は，算出した目標位置・速度が不偏推定量

であること，及びその推定誤差共分散行列を示す．

（性質 15）式 (74)は，次の性質を有する．

E[ â ] = a (75)

E
[
(â − a)(â − a)T

]
= (AT V −1A)−1 (76)

3. 7 位置・速度同時推定値の性質

次の性質は，式 (74)より，最小特異値 λmin が 0よ

り充分大きければ，â が発散せずに算出できることを

示す．

（性質 16）前提条件 1が成立するとする．A の最小特

異値を λmin とする．更に，σ̇2
i (i = 0, · · · , n)のうち

最大値を σ̇2
max とするすると，次式を得る．[

AT V −1A
]−1

≤ max. [(σ2
max + nσ2

0), σ̇2
max]/λ2

min · I6 (77)

（証明）式 (62)に，式 (19)，(54)，(28)及び仮定を使

用して，次式を得る．

0 < V ≤ max.[(σ2
max + nσ2

0), σ̇2
max]I2n+1 (78)

また，性質 11より，ATA は正値対称行列であるの

で，次式を得る．

0 < λ2
minI6 ≤ ATA (79)

式 (78)及び (79)を使用して，式 (32)の証明と同様

にして，式 (77)を得る．（証明終）

4. 考 察

ここでは，逐次法と同時法との位置推定精度の比較

及び推定誤差の上界について述べる．

4. 1 位置推定精度の比較

N =
(

I3 0I3

)
(80)

とすれば，式 (12)と (58)より，次式を得る．

al = Na (81)

すると，次式は，同時法の位置の推定値である．

âlS = Nâ (82)

したがって，逐次法と同時法との位置推定精度の比

較には，âl と âlS とを比較すればよい．

次の性質は，同時法による目標位置が不偏推定量で

あること，及びその推定誤差共分散行列を示す．
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（性質 17）式 (82)は，次の性質を有する．

E[ âlS ] = al (83)

E
[
(âlS − al)(âlS − al)

T
]

= N(AT V −1A)−1NT

(84)

次の性質は，式 (84)及び (23)より，同時法の位置

推定精度は，距離差のみを観測する TDOAよりも改

善することはあっても劣化することはないをこと示す．

（性質 18）前提条件 1が成立するとする．すると，次

式を得る，

N(AT V −1A)−1NT ≤
[
AT

l V −1
l Al

]−1

(85)

（証明）式 (78)より V −1 は正値であるので，性質 11

より AT V −1A も正値である．

式 (57)及び (62)より，次式を得る．

AT V −1A

=

(
AT

l V −1
l Al+AT

ldV −1
d Ald AT

ldV −1
d Ad

AT
d V −1

d Ald AT
d V −1

d Ad

)
(86)

式 (86)に，付録の定理 1及び式 (80)を使用すれば，

次式を得る．

N(AT V −1A)−1NT

=
[
AT

l V −1
l Al + AT

ldFAld

]−1

> 0 (87)

ここで，次式を定義する．

F = V −1
d − V −1

d Ad(AT
d V −1

d Ad)−1AT
d V −1

d (88)

式 (87)より，次式を得る．[
N(AT V −1A)−1NT

]−1

− AT
l V −1

l Al = AT
ldFAld

(89)

ところで，任意の自然数 mに対して，次式を得る．

なお，次式の左辺を展開し整理すれば，右辺となる．[
V −1

d − V −1
d Ad(AT

d V −1
d Ad + 1/m · I3)

−1AT
d V −1

d

]
×
[
Vd + mAdAT

d

]
= In+1 (90)

mは自然数の仮定及び式 (54)より，次式を得る．

Vd + mAdAT
d ≥ Vd > 0 (91)

式 (90)及び (91)より，次式を得る．

V −1
d − V −1

d Ad(AT
d V −1

d Ad + 1/m · I3)
−1AT

d V −1
d

=
[
Vd + mAdAT

d

]−1

> 0 (92)

式 (92)において，極限（m → ∞）をとり，式 (88)

を使用すれば，次式を得る．

F ≥ 0 (93)

式 (89)及び (93)より，性質 5を使用して，次式を

得る．

0 < AT
l V −1

l Al ≤
[
N(AT V −1A)−1NT

]−1

(94)

式 (94)より，式 (85)を得る．（証明終）

4. 2 速度推定精度の比較

M =
(

0I3 I3

)
(95)

とすれば，式 (47)と (58)より，次式を得る．

ad = Ma (96)

すると，次式は，同時法の速度の推定値である．

âdS = Mâ (97)

したがって，逐次法と同時法との速度推定精度の比

較には，âd と âdS とを比較すればよい．

次の性質は，同時法による目標速度が不偏推定量で

あること，及びその推定誤差共分散行列を示す．

（性質 19）式 (97)は，次の性質を有する．

E[ âdS ] = ad (98)

E
[
(âdS − ad)(âdS − ad)T

]
= M(AT V −1A)−1MT

(99)

次の性質は，式 (99)及び (72)より，同時法の速度

推定精度は，逐次法と同一であることを示す．

（性質 20）前提条件 1が成立するとする．すると，次

式を得る，

M(AT V −1A)−1MT =
[
AT

d W−1
ld Ad

]−1

(100)

（証明）式 (86) に，付録の定理 1 及び式 (95) を使用

すれば，次式を得る．

M(AT V −1A)−1MT =
[
AT

d GAd

]−1

> 0 (101)

ここで，次式を定義する．

G = V −1
d − V −1

d Ald(A
T
l V −1

l Al

+ AT
ldV −1

d Ald)−1AT
ldV −1

d (102)
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式 (102) に文献 [12] の式 (7B.5) [P, R > 0 なら

ば (P−1 + MT R−1M)−1 = P − PMT (MPMT +

R)−1MP ]を使用すれば，式 (68)より，次式を得る．

G = W−1
ld (103)

式 (101)及び (103)より，式 (100)を得る．

4. 3 推定誤差の上界

式 (85)より，式 (32)の右辺は，同時法の位置推定

誤差の上界でもある．

また，同時法の速度推定誤差の上界は，性質 16，式

(99)及び (95) を使用して算出できる．また，その値

は，式 (100)及び (72)より，逐次法の速度推定誤差の

上界でもある．

性質 7 は，TDOA の配置行列の最小特異値が大き

ければ，測位誤差は小さいことを示す．

4. 4 送受信機の配置と推定精度

式 (57) の配置行列 A は，式 (15)，(46) 及び (50)

より，受信局の位置と，目標（送信機搭載）の位置・

速度推定のための初期値から定まる．すなわち，配置

行列 A は，送受信機の配置より定まり，観測誤差の

影響を受けない．

この結果，配置行列 A の最小特異値 λmin は，送受

信機の配置のみより定まる値である．性質 16 及び式

(74)は，この最小特異値 λmin が 0より充分大きけれ

ば，位置，速度の推定値 â は，発散せずに算出できる

ことを示す．

ここで，最小特異値 λmin と推定値 â との関係を理

解しやすくするため，V = σ2I2n+1 と近似できると

すれば，式 (74)より，次式を得る．

â = (ATA)−1AT b (104)

式 (104)は，ATA が逆行列をもつときのみ，推定値

â が得られることを示す．ところで，ATA ≥ 0 である

ので，ATA の固有値（ATA の固有値の平方根が行列

A の特異値）は全て 0 以上である．この結果，ATA

が逆行列をもつ必要十分条件は，ATA の固有値が全

て正（最小特異値 λmin が正）となる．

なお，直交行列 U を使用して，ATA は次式のよう

な対角行列に変換できる．

UT (ATA)U = diag{λ2
1, · · · , λ2

6} (105)

ここで，λi ≥ 0 (i = 1, · · · , 6) は，行列 A の特異

値である．この逆行列は，存在するとすれば，次式と

なる．

[
UT (ATA)U

]−1

= diag{1/λ2
1, · · · , 1/λ2

6} (106)

ところで，丸めの誤差等の影響により，零ではない

が零に近い値で割り算をすると不具合が起きる．ま

た，初期値は正確とは限らない．このため，最小特異

値 λmin が 0より充分大きいとき，推定値 â が発散せ

ずに得られると判断する必要がある．

なお，最小特異値 λmin が正と，配置行列 A の階数

が 6は等価である [11]．しかし，整数値である階数は，

最小特異値 λmin は正であるが，0に近い状況を表現

できない．このため，推定精度が確保できる送受信機

の配置の指標には，階数は不十分である．

4. 5 数 値 例

次の例は，ドップラーの使用により位置推定精度が

改善する場合を示す．なお，つぎの式 (112)の左辺が

ドップラー未使用時，右辺がドップラー使用時の位置

推定誤差の分散である．また，次の例は，ドップラー

の観測精度の極めて悪い（a2 → ∞）とき，式 (109)

のドップラー使用時と，式 (110)のドップラー未使用

時の位置推定誤差共分散行列は，一致することを示す．

（例 1）簡単のため，二次元の xy 平面で考える．ま

た，受信機時計誤差の距離相当の観測雑音の分散 σ2
i

(i = 1, 2, 3) は 0.01，ドップラーの観測雑音の分散

σ̇2
i (i = 1, 2, 3) は a2，距離とドップラーは無相関，

測位計算のための初期値は真値とする．ここで，送信

機を有する目標の位置 L 及び受信機 B i (i = 0, 1, 2)

の位置を次式とする．

B0 =

(
0

0

)
, B1 =

(
1

0

)
, B2 =

(
0

1

)
, L =

(
1

1

)

(107)

また，それらの速度ベクトルを，次式とする．

Ḃ0 =

(
0

0

)
, Ḃ1 =

(
0

0

)
, Ḃ2 =

(
0

0

)
, L̇ =

(
1

0

)

(108)

すると，次式を得る．

N
[
AT V −1A

]−1

NT

=
1

200{800a2(3
√

2 − 4) + 3
√

2} ×
(

1600a2(3
√

2−2)+3
√

2 3200a2−3
√

2

3200a2−3
√

2 1600a2(3
√

2−2)+3
√

2

)

(109)
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[
AT

l V −1
l Al

]−1

=
1

100

(
5 + 3

√
2 (3

√
2 + 4)

(3
√

2 + 4) 5 + 3
√

2

)

(110)

ここで，次式を定義する．

N =
(

I2 0I2

)
(111)

なお，式 (109)と (110)の対角成分（推定誤差の分

散に相当）において，次式が成立する．

5 + 3
√

2

100
>

1600a2(3
√

2−2)+3
√

2

200{800a2(3
√

2−4)+3
√

2} (112)

(証明)式 (107)と (108)より，初期値は真値を使用す

るとの仮定を使用し，式 (4)，(9)，(39)，(43)，(14)及

び (49)を算出すれば，式 (57)及び (15)，(46)，(50)

は，次式に対応する．

A =

(
Al 0I2

Ald Ad

)
, Al =

⎛
⎜⎜⎝

− 1√
2

1 − 1√
2

1 − 1√
2

− 1√
2

⎞
⎟⎟⎠,

Ald =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1

2
√

2
− 1

2
√

2

1 0

0 0

⎞
⎟⎟⎟⎠, Ad =

⎛
⎜⎜⎝

1√
2

1√
2

0 1

1 0

⎞
⎟⎟⎠

(113)

また，観測雑音の仮定より，式 (62) 及び (17) は，

式 (54)より，次式に対応する．

V =

(
Vl O2,3

O3,2 a2I3

)
, Vl =

1

100

(
2 1

1 2

)
(114)

式 (113)及び (114)より，式 (87)及び (88)を使用

して，次式を得る．

N
[
AT V −1A

]−1

NT = S−1 (115)

AT
l V −1

l Al =
100

3

(
3 −√

2 −√
2

−√
2 3 −√

2

)
(116)

ここで，次式を定義する．

S =

⎛
⎜⎜⎝100− 100

√
2

3
+

1

16a2
−100

√
2

3
+

1

16a2

−100
√

2

3
+

1

16a2
100− 100

√
2

3
+

1

16a2

⎞
⎟⎟⎠

(117)

式 (115) 及び (117) より，式 (109) を得る．また，

式 (116)より，式 (110)を得る．（証明終）

次の例は，例 1と同一シナリオを送受信機間の時計

オフセット誤差による距離バイアス誤差は未知数とし

て，距離とドップラーを観測値とする TOAにより位

置推定を行っても，推定精度は同時法と同一であるこ

とを示す．

（例 2）距離の観測雑音の分散は 0.01，送受信機間の

時計オフセット誤差による距離バイアス誤差は未知数

とし，他は例 1と同一の条件とする．この場合，TOA

による文献 [14]の方法での位置推定誤差共分散行列 Q

は，次式となる．なお，次式は，見かけは異なるが，

式 (109)と一致する．

Q =
1

200(1600a2+1)

(
2400a2+1 −(800a2+1)

−(800a2+1) 2400a2+1

)

+
1

800(3
√

2−4)a2+3
√

2
· 3200a4(3

√
2+4)

1600a2+1

(
1 1

1 1

)

(118)

4. 6 ドップラーを使用する TOAとの関連

送受信機間に時計オフセット誤差がある場合の距

離を観測値とする TOAと，時計オフセット誤差を消

去した距離差を観測値とする TDOAは，同一の測位

結果となることが報告されている [13]．また，ドップ

ラーと距離を観測値とする TOAは，距離のみを観測

する場合に測位が可能ならばドップラーを併用しても

位置と速度が推定可能なこと，及びドップラーの使用

による位置推定精度の劣化はないことが報告されてい

る [14]．

ここで，文献 [13]の結果がドップラー観測値を併用

する場合に拡張できるとする．すると，本論文の同時

法が，文献 [14]と同一の性質を有することが直ちに分

かる．また，同時法と本論文で提案した逐次法との速

度推定精度の比較，推定誤差の上界，並びに推定精度

が確保できる送受信機の配置であるとの配置行列の最

小特異値による判定方法が，TDOAのみならず，ドッ

プラーを使用した TOAにも使用可能となる．

したがって，文献 [13]の結果を，ドップラー併用の

場合にも適用可能かを明らかにするのは，有益な今後

の課題である．

5. む す び

本論文では，距離差のみを観測する TDOAで測位

が可能な送受信機の配置ならば，逐次法あるいは同時
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法により三次元の位置及び速度を推定することも可能

なことを示した．また，同時法の位置推定精度は，逐

次法すなわち距離差のみを観測する TDOA以上であ

ることを示した．なお，同時法の速度推定精度は，逐

次法と同一である．すなわち，同時法は，逐次法を上

回る性能を有するが，下回る点はない．このため，同

時法は，逐次法より，有効な推定法である．更に，推

定精度が確保できる送受信機の配置の指標として，配

置行列の最小特異値が 0 より充分大きい値を提案し

た．また，配置行列の特異値と観測誤差の分散を使用

した，推定誤差の上界の算出式を示した．
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付 録

（補題）a0 ≥ 0，a ≥ 0 とすれば，次式の n × n の対

称行列 B の最大固有値は b = a + na0 である．

B =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a + a0 a0 · · · a0

a0 a + a0 a0

...
. . .

a0 a0 a + a0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (A·1)

（証明）式 (A·1)より，行列 B の固有方程式は次式と

なる．

|B − λIn| =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + a0 − λ a0 · · · a0

a0 a + a0 − λ a0

...
. . .

a0 a0 a + a0 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b − λ a0 · · · a0

b − λ a + a0 − λ a0

...
. . .

b − λ a0 a + a0 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (b − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a0 · · · a0

1 a + a0 − λ a0

...
. . .

1 a0 a + a0 − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (b − λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a0 · · · a0

0 a − λ
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 a − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (b − λ)(a − λ)n−1 = 0 (A·2)

なお，式 (A·2)では，まず第 2列目～第 n列目を第

1列目に加算した後，b − λ を第 1列目の共通因数と

してくくりだし，つぎに第 2行目～第 n行目から第 1

行目を減算し，最後に三角行列の行列式の性質を使用

した．式 (A·2)より，結論を得る．（証明終）

（定理 1）D11，D22 は正方行列で，

D =

(
D11 D12

DT
12 D22

)
> 0 (A·3)

とする．すると，D11，D22，H1=D22−D12
TD11

−1D12
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及び H2 = D11 −D12D22
−1D12

T は正値対称行列で，

次式が成立する [4]．

D−1

=

(
D−1

11 +D−1
11 D12H

−1
1 DT

12D
−1
11 −D−1

11 D12H
−1
1

−H−1
1 DT

12D
−1
11 H−1

1

)

=

(
H−1

2 −H−1
2 D12D

−1
22

−D−1
22 DT

12H
−1
2 D−1

22 +D−1
22 DT

12H
−1
2 D12D

−1
22

)

(A·4)
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