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あらまし 航空機等の移動物体の位置，速度及び加速度の真値を推定する追尾フィルタの初期状態での過渡応
答について述べる．本論文では，位置及び速度を観測値として，運動モデルに曖昧さがないとした等加速度運
動モデルを使用したカルマンフィルタで追尾法を構築し，過渡応答の性能向上を図る．まず，位置及び速度は最
新の観測値，加速度は速度観測値をサンプリング間隔で除算して，初期値を算出する（K-LVS と呼ぶ）．この
K-LVS は，位置のみを観測値として運動モデルに曖昧さがないとした等加速度運動モデルを使用したカルマン
フィルタ（K-Lと呼ぶ）より性能が悪い場合があることを示す．つぎに，2サンプリング分の観測値を使用して，
重み付き最小自乗法で初期値を算出する（K-LVと呼ぶ）．K-LVは，サンプリング間隔並びに速度観測性能によ
らず，K-L より，過渡応答の性能がよいことを示す．
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1. ま え が き

航空機等の目標からの観測値をもとに，目標の位置，

速度及び加速度の真値を推定する九次元運動モデルを

使用した追尾フィルタ [1]～[6] の初期状態での過渡応

答について述べる．この代表例は，等加速度運動モデ

ルを使用したカルマンフィルタ [7], [8]である．

目標の位置，速度の真値を推定する六次元運動モデ

ルを使用した追尾フィルタでは，位置のほかに，速度

を観測値として使用すれば，初期状態での過渡応答の

性能が改善することを報告した [9]．このため，より早

く位置，速度及び加速度を真値に収束させるには，位

置のほかに，速度を観測値として使用すればよいので

はとの期待がある．

ところで，六次元運動モデルの追尾フィルタでは，

位置，速度の初サンプリングの観測値を，推定値の初

期値とすればよい．しかし，加速度の初期値は，初サ

ンプリングの位置，速度のみでは算出できない．この

ため，九次元モデルを使用した追尾フィルタにおいて，

初期状態での過渡応答の性能を改善するにはどうした
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らよいか，初期値を含め検討する必要がある．

本論文では，位置及び速度を観測値として，運動モ

デルに曖昧さがないとした等加速度運動モデルを使用

したカルマンフィルタで追尾法を構築する．なお，初

期値は，位置及び速度は最新の観測値，加速度は 2サ

ンプリング分の速度観測値をサンプリング間隔で除算

して算出する方法（K-LVSと呼ぶ）と，重み付き最小

自乗法による方法（K-LVと呼ぶ）を考察する．また，

両者を，位置のみを観測値として運動モデルに曖昧さ

がないとした等加速度運動モデルを使用したカルマン

フィルタ（K-Lと呼ぶ）と比較する．

2. 運動モデルと観測モデル

2. 1 北基準直交座標

東を x軸の正，北を y軸の正，水平面（x-y面）に

垂直で上方を z軸の正に取った直交座標を「北基準直

交座標」と呼ぶ．

2. 2 運動モデル

サンプリング時刻 tk（以後，時刻 tk と呼ぶ）にお

ける北基準直交座標での等加速度運動モデルを次式

で定義する．なお，AT は行列 A の転置行列，In は

n × n の単位行列を表す記号とする．
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xk = Φk−1xk−1 (1)

ここで，

・xk は時刻 tk における三次元空間の目標位置 Lk，

速度 V k，加速度 Ak の真値を表す北基準直交座標で

の九次元の状態ベクトルで，

xk =

⎛
⎜⎝

Lk

V k

Ak

⎞
⎟⎠ (2)

・Φk−1 は，時刻 tk−1 より tk への状態ベクトルの推

移を表す正則行列で，

Φk−1 =

⎛
⎜⎝

I3 (tk − tk−1)I3 (tk − tk−1)
2/2 · I3

0I3 I3 (tk − tk−1)I3

0I3 0I3 I3

⎞
⎟⎠

(3)

である．

2. 3 観測モデル

2. 3. 1 位置及び速度の観測

時刻 tk において三次元空間の目標位置と速度を観

測する六次元のモデルを次式で定義する．

zk = Hxk + vk (4)

ここで，0 は零ベクトルを表すとすれば，

・zk は，時刻 tk における北基準直交座標での目標位

置観測ベクトルを zk,l，速度観測ベクトルを zk,v と

したとき，

zk =

(
zk,l

zk,v

)
(5)

・H は観測行列で，

H =

(
I3 0I3 0I3

0I3 I3 0I3

)
(6)

・vk は平均 0 で誤差共分散行列 Bk の六変量白色正規

分布に従う観測雑音ベクトルで，時刻 tk における北

基準直交座標での目標位置観測雑音ベクトルを vk,l，

速度観測雑音ベクトルを vk,v としたとき，E [ ] は平

均を表す記号とし，観測雑音雑音ベクトルの各要素は

座標軸間で相関があるとし，

vk =

(
vk,l

vk,v

)
(7)

Bk = E
[
vkvT

k

]
=

(
Bk,l Bk,lv

BT
k,lv Bk,v

)
(8)

である．なお，A > 0 は行列 A が正値対称行列（行

列 A の固有値が全て正と等価）を示すとし，次式を

仮定する．

Bk > 0 (9)

なお，式 (8)及び (9)より，観測雑音共分散行列 Bk

に対して，次式が成立する [9]．

Bk,l > 0 (10)

Bk,v > 0 (11)

Bk,v − BT
k,lvB−1

k,l Bk,lv > 0 (12)

ここで，行列の要素が行列であるブロック行列（block

matrix）[10]を使用して，

B−1
k =

(
Ak,l Ak,lv

AT
k,lv Ak,v

)
(13)

とすれば，次式が成立する [9]．なお，A ≥ 0 は行列

A が半正値対称行列（行列 A の固有値が全て非負と

等価）を示す．

Ak,v =
[
Bk,v − BT

k,lvB−1
k,l Bk,lv

]−1

> 0 (14)

Ak,l = B−1
k,l + B−1

k,l Bk,lvAk,vBT
k,lvB−1

k,l (15)

Ak,lv = −B−1
k,l Bk,lvAk,v (16)

Ak,l =
[
Bk,l − Bk,lvB−1

k,vBT
k,lv

]−1

> 0 (17)

Ak,v = B−1
k,v+B−1

k,vBT
k,lvAk,lBk,lvB−1

k,v >0 (18)

Ak,lv = −Ak,lBk,lvB−1
k,v (19)

B−1
k ≥

(
B−1

k,l 0I3

0I3 0I3

)
(20)

2. 3. 2 位置のみの観測

三次元空間の目標位置のみを観測する三次元のモデ

ルを次式で定義する．

zk,l = Hlxk + vk,l (21)

ここで，Hl は次式の観測行列である．

Hl = (I3 0I3 0I3) (22)

3. 位置と速度を観測値とする追尾

3. 1 カルマンフィルタ

位置と速度を観測値とする等加速度運動モデルを使

566



論文／位置及び速度を観測値とする九次元カルマンフィルタの過渡応答

用したカルマンフィルタは，以下の式 (23)～(27) で

表される [8], [9]．なお，A−1 は，行列 A の逆行列を

表す．

x̂k(−) = Φk−1x̂k−1(+) (23)

Pk(−) = Φk−1Pk−1(+)ΦT
k−1 (24)

Kk = Pk(−)HT
[
HPk(−)HT + Bk

]−1

(25)

x̂k(+) = x̂k(−) + Kk(zk − Hx̂k(−)) (26)

Pk(+) = Pk(−) − KkHPk(−) (27)

ここで，

・x̂k(−) は時刻 tk−1 までの観測ベクトル（zk は使用

しない）に基づく九次元の状態ベクトル xk の推定値，

・Pk(−) は，推定誤差 xk − x̂k(−) の共分散行列で，

Pk(−) = E
[
(xk − x̂k(−))(xk − x̂k(−))T

]
(28)

・Kk は，時刻 tk のゲイン行列，

・x̂k(+) は時刻 tk までの観測ベクトル（zk を使用す

る）に基づく九次元の状態ベクトル xk の推定値，

・Pk(+) は，推定誤差 xk − x̂k(+) の共分散行列で，

Pk(+) = E
[
(xk − x̂k(+))(xk − x̂k(+))T

]
(29)

である．なお，次式が成立する [8], [9]．

Pk(+) =
[
Pk(−)−1 + HT B−1

k H
]−1

(30)

3. 2 初 期 値

3. 2. 1 簡易な方法

次式の簡易な初期値を使用した追尾法を K-LVSと

呼ぶことにする．なお，K-LVSの時刻 tk における平

滑ベクトル，予測誤差共分散行列及び平滑誤差共分散

行列をそれぞれ x̂k,s(+)，Pk,s(−)，Pk,s(+) と書く．

x̂1,s(+) =

⎛
⎜⎝

z1,l

z1,v

(z1,v − z0,v)/(t1 − t0)

⎞
⎟⎠ (31)

すると，式 (29) に，式 (4)，(5)，(8) 及び (31) を

使用し次式を得る．

P1,s(+)

=

⎛
⎜⎝

B1,l B1,lv B1,lv/(t1−t0)

BT
1,lv B1,v B1,v/(t1−t0)

BT
1,lv/(t1−t0) B1,v/(t1−t0) [B1,v+B0,v]/(t1−t0)

2

⎞
⎟⎠

(32)

なお，運動モデル及び観測モデルの定義より，次式

が成立する．

E[x̂1,s(+)] = x1 (33)

次の性質は，式 (32) の逆行列が算出可能であるこ

とを示す．

（性質 1）式 (9)が成立するとき，次式を得る．

P1,s(+) > 0 (34)

P1,s(+)−1

=

⎛
⎜⎝

A1,l A1,lv 0I3

AT
1,lv A1,v + B−1

0,v −(t1 − t0)B
−1
0,v

0I3 −(t1 − t0)B
−1
0,v (t1 − t0)

2B−1
0,v

⎞
⎟⎠

(35)

（証明）式 (14)～(16)より，式 (32)と (35)を乗算す

ると，単位行列となるので，式 (35)を得る．

一方，P1,s(+) は推定誤差共分散行列であるので，

P1,s(+) ≥ 0 である．また，P1,s(+) は正則行列であ

る．この結果，式 (34)を得る．（証明終）

なお，式 (35)の導出には，極めて煩雑なブロック行

列の計算が必要である．

3. 2. 2 重み付き最小自乗法

式 (1)より，次式を得る．

x1 = Φ0x0 (36)

重み付き最小自乗法で，次式を最小にする x̂0 を算

出する．

J = (z0 − Hx̂0)
T B−1

0 (z0 − Hx̂0)

+ (z1 − HΦ0x̂0)
T B−1

1 (z1 − HΦ0x̂0) (37)

ここで，次式を得る [7]．

∂J

∂x̂0

= −2HT B−1
0 z0 + 2HT B−1

0 Hx̂0

− 2ΦT
0 HT B−1

1 z1 + 2ΦT
0 HT B−1

1 HΦ0x̂0 (38)

式 (38)を 0 とし次式を得る．

L1x̂0 = HT B−1
0 z0 + ΦT

0 HT B−1
1 z1 (39)

ここで，次式を定義する．

L1 = HT B−1
0 H + ΦT

0 HT B−1
1 HΦ0 (40)

次の性質は，観測雑音共分散行列が時刻の関数で，サ
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ンプリング間隔は不定とした本論文の場合でも，L1 が

正則行列となり，x̂0 が算出可能（式 (39)参照）であ

ることを示す．

（性質 2）式 (9)が成立するとき，次式を得る．

L1 > 0 (41)

（証明）式 (9) 及び (40) より，L1 ≥ 0 であるので，

L1 は 0となる固有値をもたないことを示せばよい．

ここで，L1 が固有値として 0をもてば，次式が成

立する九次元の固有ベクトル x が存在する．

L1x = 0 (42)

x �= 0 (43)

すると，式 (42)及び (40)より，次式を得る．

(B−1
0 Hx, Hx) + (B−1

1 HΦ0x, HΦ0x) = 0 (44)

B−1
0 及び B−1

1 は正値対称行列であるので，式 (44)

より，次式を得る．

Hx = 0 (45)

HΦ0x = 0 (46)

三次元ベクトル x1, x2, x3 を使用し x=(x1, x2, x3)
T

と表せば，式 (45)及び (6)より，次式を得る．

x1 = x2 = 0 (47)

更に，式 (46)，(3)，(6)及び (47)より，次式を得る．

(t1 − t0)x3 = 0 (48)

式 (48)より，次式を得る．

x3 = 0 (49)

式 (43)と，式 (47)，(49)は矛盾しており，L1 の固

有値は 0とはならない．（証明終）

次の性質は，カルマンフィルタを使用して追尾フィ

ルタを構成する場合の重み付き最小自乗法による初期

値を示す．

（性質 3）式 (9)が成立するとき，重み付き最小自乗

法による初期値は次式を満たす．

x̂1(+) = Φ0L
−1
1

[
HT B−1

0 z0 + ΦT
0 HT B−1

1 z1

]
(50)

E[x̂1(+)] = x1 (51)

P1(+) = Φ0L
−1
1 ΦT

0 (52)

（証明）式 (39)及び (41)より，次式を得る．

x̂0 = L−1
1

[
HT B−1

0 z0 + ΦT
0 HT B−1

1 z1

]
(53)

すると，式 (36)より，次式で初期値を決めればよい．

x̂1(+) = Φ0x̂0 (54)

式 (53)及び (54)より，式 (50)を得る．

つぎに，式 (50)及び (4)より，観測雑音ベクトルの

平均は零ベクトルの仮定を使用し次式を得る．

E[x̂0] = L−1
1

[
HT B−1

0 Hx0 + ΦT
0 HT B−1

1 Hx1

]
(55)

式 (55)，(36)及び (40)より，次式を得る．

E[x̂0] = x0 (56)

式 (54)，(56)及び (36)より，式 (51)を得る．

式 (54)及び (36)より，次式を得る．

x1 − x̂1(+) = Φ0x0 − Φ0x̂0 (57)

式 (29)及び (57)より，次式を得る．

P1(+) = Φ0E
[
(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)

T
]
ΦT

0 (58)

式 (4)，(53)，(36)及び (40)より，次式を得る．

x0 − x̂0 = −L−1
1

[
HT B−1

0 v0 + ΦT
0 HT B−1

1 v1

]
(59)

式 (59)より，式 (40)及び観測モデルの定義を使用

し次式を得る．

E
[
(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)

T
]

= L−1
1 (60)

式 (58)及び (60)より，式 (52)を得る．（証明終）

（性質 4）式 (9)が成立するとき，次式を得る．

P1(+)−1 =

⎛
⎜⎝

G11 G12 G13

GT
12 G22 G23

GT
13 GT

23 G33

⎞
⎟⎠ (61)

ここで，次式を定義する．

G11 = A0,l + A1,l (62)

G12 = A0,lv + A1,lv − (t1 − t0)A0,l (63)

G13 = (t1 − t0)
2/2 · A0,l − (t1 − t0)A0,lv (64)

568



論文／位置及び速度を観測値とする九次元カルマンフィルタの過渡応答

G22 = (t1 − t0)
2A0,l − (t1 − t0)

[
AT

0,lv + A0,lv

]
+ A0,v + A1,v (65)

G23 = − (t1−t0)
3

2
A0,l +

(t1−t0)
2

2

[
2A0,lv+AT

0,lv

]
− (t1 − t0)A0,v (66)

G33 =
(t1 − t0)

4

4
A0,l − (t1 − t0)

3

2

[
A0,lv + AT

0,lv

]
+ (t1 − t0)

2A0,v (67)

（証明）式 (3)より，次式を得る．

Φ−1
k

=

⎛
⎜⎝

I3 −(tk+1 − tk)I3 (tk+1 − tk)2/2 · I3

0I3 I3 −(tk+1 − tk)I3

0I3 0I3 I3

⎞
⎟⎠

(68)

式 (52)及び (40)より，次式を得る．

P1(+)−1 =[
ΦT

0

]−1[
HT B−1

0 H+ΦT
0 HT B−1

1 HΦ0

]
Φ−1

0 (69)

式 (69) に，式 (68)，(6) 及び (13)～(16) を使用し

式 (61)～(67)を得る．（証明終）

4. 位置を観測値とする追尾

4. 1 カルマンフィルタ

位置のみを観測値とする等加速度運動モデルを使用

したカルマンフィルタ（これを K-Lと呼ぶ）は，以下

の式 (70)～(74) で表される [7], [8]．なお，K-L の時

刻 tk における予測ベクトル，平滑ベクトル，予測誤

差共分散行列及び平滑誤差共分散行列，ゲイン行列を

それぞれ x̂k,l(−)，x̂k,l(+)，Pk,l(−)，Pk,l(+)，Kk,l

と書く．

x̂k,l(−) = Φk−1x̂k−1,l(+) (70)

Pk,l(−) = Φk−1Pk−1,l(+)ΦT
k−1 (71)

Kk,l =Pk,l(−)HT
l

[
HlPk,l(−)HT

l +Bk,l

]−1

(72)

x̂k,l(+)= x̂k,l(−)+Kk,l(zk,l−Hlx̂k,l(−)) (73)

Pk,l(+) = Pk,l(−) − Kk,lHlPk,l(−) (74)

なお，次式が成立する [8], [9]．

Pk,l(+) =
[
Pk,l(−)−1 + HT

l B−1
k,l Hl

]−1

(75)

4. 2 初 期 値

位置のみを観測値とする場合，次式による初期値を

使用した追尾法が構築できる [11]．

x̂2,l(+) =⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

z2,l(
1

t2−t1
+

1

t2−t0

)
z2,l−

t2−t0
(t2−t1)(t1−t0)

z1,l+
t2−t1

(t2−t0)(t1−t0)
z0,l

2

(t2−t1)(t2−t0)
z2,l−

2

(t2−t1)(t1−t0)
z1,l+

2

(t2−t0)(t1−t0)
z0,l

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(76)

すると，次の性質を得る [11]．

（性質 5）式 (9)が成立するとき，次式を得る．

E[x̂2,l(+)] = x2 (77)

P2,l(+) =

⎛
⎜⎝

P 11
2 P 12

2 P 13
2

P 12
2 P 22

2 P 23
2

P 13
2 P 23

2 P 33
2

⎞
⎟⎠ > 0 (78)

ここで，次式を定義する．

P 11
2 = B2,l (79)

P 12
2 =

(
1

t2 − t1
+

1

t2 − t0

)
B2,l (80)

P 13
2 = 2/(t2 − t1)(t2 − t0) · B2,l (81)

P 22
2 =

(
1

t2 − t1
+

1

t2 − t0

)2

B2,l

+
(t2−t0)

2

(t2−t1)2(t1−t0)2
B1,l+

(t2−t1)
2

(t2−t0)2(t1−t0)2
B0,l

(82)

P 23
2 =

(
1

t2 − t1
+

1

t2 − t0

)
2

(t2 − t1)(t2 − t0)
B2,l

+
2(t2−t0)

(t2−t1)2(t1−t0)2
B1,l+

2(t2−t1)

(t2−t0)2(t1−t0)2
B0,l

(83)

P 33
2 =

4

(t2 − t1)2(t2 − t0)2
B2,l +

4

(t2−t1)2(t1−t0)2
B1,l +

4

(t2−t0)2(t1−t0)2
B0,l

(84)

4. 3 初期推定誤差共分散行列

ここでは，追尾フィルタの性能評価に必要となる平

滑誤差共分散行列初期値の逆行列を具体的に算出する．

(性質 6)式 (9)が成立するとき，次式を得る．

P2,l(+)−1 =

⎛
⎜⎝

G11 G12 G13

G12 G22 G23

G13 G23 G33

⎞
⎟⎠ (85)
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ここで，次式を定義する．

G11 = B−1
0,l +B−1

1,l +B−1
2,l (86)

G12 =−(t2−t0)B
−1
0,l −(t2−t1)B

−1
1,l (87)

G13 = (t2−t0)
2/2·B−1

0,l +(t2−t1)
2/2·B−1

1,l (88)

G22 = (t2−t0)
2B−1

0,l +(t2−t1)
2B−1

1,l (89)

G23 =−(t2−t0)
3/2·B−1

0,l −(t2−t1)
3/2·B−1

1,l (90)

G33 = (t2−t0)
4/4·B−1

0,l +(t2−t1)
4/4·B−1

1,l (91)

（証明）式 (79)～(84)及び (86)～(91)より，式 (78)

と (85)を乗算すると，単位行列となる．（証明終）

なお，式 (85)の導出には，極めて煩雑なブロック行

列の計算が必要である．

5. 性 能 比 較

初期状態での過渡応答の性能を比較する．

5. 1 K-LVSとK-L

次の前提条件 1が成立する場合を考察する．

（前提条件 1）一次元空間で，サンプリング間隔 T，位

置の観測雑音の分散 bl 及び速度の観測雑音の分散 bv

がそれぞれ一定で，位置の観測雑音と速度の観測雑音

は無相関とする．

このため，式 (3)，(6)及び (8)を，それぞれ次式の

定数行列とする．

Φk−1 = Φ =

⎛
⎜⎝

1 T T 2/2

0 1 T

0 0 1

⎞
⎟⎠ (92)

H =

(
1 0 0

0 1 0

)
(93)

Bk = B =

(
bl 0

0 bv

)
> 0 (94)

この場合，次式を得る [11]．

x̂2,l(+) =

⎛
⎜⎝

z2,l

(3z2,l − 4z1,l + z0,l)/2T

(z2,l − 2z1,l + z0,l)/T 2

⎞
⎟⎠ (95)

P2,l(+) =

⎛
⎜⎝

bl 3bl/2T bl/T 2

3bl/2T 13bl/2T 2 6bl/T 3

bl/T 2 6bl/T 3 6bl/T 4

⎞
⎟⎠ (96)

次の性質は，K-LVSと K-Lの性能比較に使用する．

（性質 7）前提条件 1が成立するとき，次式を得る．

P2,s(+) =
1

T 2(48bl + 11T 2bv)
×

⎛
⎜⎝

T 2(24bl+11T 2bv)bl 14T 3blbv 6T 2blbv

14T 3blbv T 2(T 2bv+40bl)bv 2T (T 2bv+12bl)bv

6T 2blbv 2T (T 2bv+12bl)bv 4(T 2bv+6bl)bv

⎞
⎟⎠

(97)

（証明）式 (32)及び仮定より，次式を得る．

P1,s(+) =

⎛
⎜⎝

bl 0 0

0 bv bv/T

0 bv/T 2bv/T 2

⎞
⎟⎠ (98)

式 (30)，(24)及び仮定より，次式を得る．

P2,s(+)−1 =
[
ΦT
]−1

P1,s(+)−1Φ−1 + HT B−1H

(99)

式 (99)に，式 (92)～(94)及び (98)を使用し次式を

得る．

P2,s(+)−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2/bl −T/bl T 2/2bl

−T/bl
T 2

bl
+

3

bv
−T 3

2bl
− 3T

bv

T 2/2bl −T 3

2bl
− 3T

bv

T 4

4bl
+

5T 2

bv

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(100)

式 (100)より，式 (97)を得る．（証明終）

次の性質は，K-LVS は，K-L より速度及び加速度

の推定精度がよいとは限らないことを示す．

（性質 8）前提条件 1 が成立するとする．また，時

刻 t2 における K-LVS 及び K-L の速度，加速度の

平滑誤差の分散をそれぞれ p22
2,s(+), p33

2,s(+) 及び

p22
2,l(+), p33

2,l(+) とすると，次式を得る．{
p22
2,s(+) − p22

2,l(+) > 0 (when T 2bv ≥ 40bl)

p22
2,s(+) − p22

2,l(+) < 0 (when T 2bv ≤ 30bl)

(101){
p33
2,s(+) − p33

2,l(+) > 0 (when T 2bv ≥ 20bl)

p33
2,s(+) − p33

2,l(+) < 0 (when T 2bv ≤ 10bl)

(102)

（証明）式 (96)及び (97)より，次式を得る．

p22
2,s(+)− p22

2,l(+) =
2T 4b2

v − 63T 2blbv − 624b2
l

2T 2(48bl + 11T 2bv)

(103)
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p33
2,s(+)− p33

2,l(+) =
2(2T 4b2

v − 21T 2blbv − 144b2
l )

T 4(48bl + 11T 2bv)

(104)

ここで，次式を得る．

2T 4b2
v − 63T 2blbv − 624b2

l

≥ 2T 2bv · 40bl − 63T 2blbv − 624b2
l (105)

= 17T 2blbv − 624b2
l ≥ 17bl · 40bl − 624b2

l

= 56b2
l > 0 (when T 2bv ≥ 40bl)

2T 4b2
v − 63T 2blbv − 624b2

l

≤ 2T 2bv · 30bl − 63T 2blbv − 624b2
l = (106)

−3T 2blbv − 624b2
l < 0 (when T 2bv ≤ 30bl)

式 (103)に，式 (105)及び (106)を使用し式 (101)

を得る．

一方，次式を得る．

2T 4b2
v − 21blbv − 144b2

l ≥ 2T 2bv · 20bl − 21blbv

−144b2
l = 19T 2blbv − 144b2

l ≥ 19bl · 20bl − 144b2
l

= 236b2
l > 0 (when T 2bv ≥ 20bl) (107)

2T 4b2
v − 21blbv − 144b2

l (108)

≤ 2T 2bv · 10bl − 21T 2blbv − 144b2
l

= −T 2blbv − 144b2
l < 0 (when T 2bv ≤ 10bl)

式 (104)に，式 (107)及び (108)を使用し式 (102)

を得る．（証明終）

5. 2 K-LVとK-L

次の性質は，k = 2 のとき，K-LVの過渡応答の性

能は，K-Lよりよいことを示す（一般に，0 < A ≤ B

ならば 0 < B−1 ≤ A−1）．

(性質 9)式 (9)が成立するとき，次式を得る．

P2(+)−1 ≥ P2,l(+)−1 > 0 (109)

（証明）式 (30)及び (24)より，次式を得る．

P2(+)−1 =
[
ΦT

1

]−1

P1(+)−1Φ−1
1 + HT B−1

2 H

(110)

式 (110)に，式 (69)を代入し，次式を得る．

P2(+)−1 =
[
ΦT

1

]−1[
ΦT

0

]−1

HT B−1
0 HΦ−1

0 Φ−1
1

+
[
ΦT

1

]−1

HT B−1
1 HΦ−1

1 + HT B−1
2 H (111)

式 (20)より，式 (6)及び (22)を使用し次式を得る．

HT B−1
k H ≥ HT

l B−1
k,l Hl (112)

式 (68)及び (22)より，式 (85)～(91)を使用し次式

を得る．

P2,l(+)−1 =
[
ΦT

1

]−1[
ΦT

0

]−1

HT
l B−1

0,l HlΦ
−1
0 Φ−1

1

+
[
ΦT

1

]−1

HT
l B−1

1,l HlΦ
−1
1 + HT

l B−1
2,l Hl (113)

式 (111) 及び (113) より，式 (112) 及び (78)

（P2,l(+) > 0）を使用し式 (109)を得る．（証明終）

次の性質は，K-LVの過渡応答の性能は，K-Lより

よいことを示す．

（性質 10）式 (9)が成立するとき，次式を得る．

Pk,l(+) ≥ Pk(+) > 0 (k ≥ 2) (114)

Pk+1,l(−) ≥ Pk+1(−) > 0 (k ≥ 2) (115)

（証明）式 (114) に関する数学的帰納法により証明

する．式 (109)より，k = 2 のとき，式 (114)が成立

する．

つぎに，k = n のとき，式 (114)が成立するとする．

式 (24)及び (71)より，式 (114)に関する帰納法の仮

定を使用し次式を得る．

Pn+1,l(−) − Pn+1(−)

= Φn[Pn,l(+) − Pn(+)]ΦT
n ≥ 0 (116)

Pn+1(−) = ΦnPn(+)ΦT
n > 0 (117)

式 (116)及び (117)より，k = n のとき，式 (115)

が成立する．

式 (30)に，式 (115)，(112)及び (9)を使用し，次

式を得る．

Pn+1(+)−1 ≥ Pn+1,l(−)−1 + HT
l B−1

n+1,lHl > 0

(118)

式 (118)及び (75)より，次式を得る．

Pn+1(+)−1 ≥ Pn+1,l(+)−1 > 0 (119)

式 (119)は，式 (114)が，k = n + 1 のとき，成立

することを示す．（証明終）

5. 3 数値計算結果

次の表 1～表 3 は，K-LV と K-L の平滑性能を比

較した結果を示す．ここで，比較は，等加速度運動目

標に対する目標位置，目標速度及び目標加速度の平滑

571



電子情報通信学会論文誌 2014/7 Vol. J97–B No. 7

表 1 目標位置平滑誤差の分散（m2）
Table 1 Variances of estimated position errors (m2).

表 2 目標速度平滑誤差の分散（m2/s2）
Table 2 Variances of estimated velocity errors

(m2/s2).

表 3 目標加速度平滑誤差の分散（m2/s4）
Table 3 Variances of estimated acceleration errors

(m2/s4).

誤差の分散で行った．なお，比較を容易にするため，

一次元空間の追尾で，サンプリング間隔 T 及び位置

の観測雑音の分散 bl は 1，速度の観測雑音の分散 bv

は 0.01（速度観測精度が良）及び 100（速度観測精度

が悪），位置の観測雑音と速度の観測雑音は無相関と

した．

なお，性質 8 において，bv = 0.01 は K-LVS の方

が，bv = 100 は K-Lの方が性能のよい場合である．

表 1～表 3は，どの場合も，K-LVが K-Lより性能

が良いことを示す．特に，速度の観測精度が良い場合，

速度及び加速度の平滑精度は大幅に改善される．しか

し，速度観測精度が悪い場合，性能差は小さい．

6. 考 察

6. 1 K-LVSとK-L

式 (31) の初期値は，式 (33) 及び (34) より，カル

マンフィルタの初期値の条件を満たしている．ところ

で，位置の時間差分により算出した速度は，サンプリ

ング間隔 T が大きく，位置の観測雑音の分散 bl が小

さいほど高精度である．しかし，式 (31) が示すよう

に，K-LVS では，速度の初期値に位置の情報は全く

使用していない．このため，式 (101) が示すように，

T が大きく，bl が小さい場合，K-LVSの性能が K-L

より悪い場合が生じたと考えられる．この結果，速度

を観測値とした場合に，K-Lより常に性能を良くする

ためには，初期値算出に工夫が必要なことが分かる．

6. 2 K-LVとK-LVS

性質 10は，K-LVが K-Lより性能が良いことを示

す．この要因は，K-LVは，初期値をK-LVSより改善

したためと考えられる．実際，次の性質が成立する．

（性質 11）式 (9)が成立するとき，次式を得る．

P1,s(+) ≥ P1(+) > 0 (120)

（証明）式 (35)及び (61)より，t = t1 − t0 とすれば，

式 (62)～(67)を使用し次式を得る．

P1(+)−1 − P1,s(+)−1 =⎛
⎜⎝

A0,l A0,lv−tA0,l t2/2·A0,l−tA0,lv

(A0,lv−tA0,l)
T R22 R23

(t2/2·A0,l−tA0,lv)T RT
23 R33

⎞
⎟⎠

(121)

ここで，次式を定義する．

R22 = t2A0,l − t
[
AT

0,lv + A0,lv

]
+ A0,v − B−1

0,v

(122)

R23 = −t3/2 · A0,l + t2/2 ·
[
2A0,lv + AT

0,lv

]
− t
[
A0,v − B−1

0,v

]
(123)

R33 = t4/4 · A0,l − t3/2 ·
[
A0,lv + AT

0,lv

]
+ t2

[
A0,v − B−1

0,v

]
(124)

ところで，

A = A0,l (125)

C = B0,lvB−1
0,v (126)

とすれば，式 (18)及び (19)を使用し，式 (121)～(124)

より，次式を得る．

P1(+)−1 − P1,s(+)−1

=

⎛
⎜⎝

A −A[C + tI3] A[t2/2 ·I3 + tC]

−[C + tI3]
T AT R22 R23

[t2/2 ·I3 + tC]T AT RT
23 R33

⎞
⎟⎠

(127)
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表 4 追尾フィルタの比較
Table 4 Comparison of tracking filters.

ここで，次式を定義する．

R22 = t2A + t
[
CT AT + AC

]
+ CT AC (128)

R23 = −t3/2 ·A− t2/2 ·
[
2AC + CT A

]
− tCT AC

(129)

R33 = t4/4 ·A + t3/2 ·
[
AC + CT A

]
+ t2CT AC

(130)

三次元ベクトル x1, x2, x3 を使用し x=(x1, x2, x3)
T

と表せば，式 (127)～(130)より，次式を得る．([
P1(+)−1 − P1,s(+)−1

]
x, x

)
= (Ay, y ) (131)

ここで，次式を定義する．

y = x1−(tI3 +C)x2 +(t2/2 ·I3 + tC)x3 (132)

式 (131)，(17)，(125)及び (34)より，次式を得る．

P1(+)−1 ≥ P1,s(+)−1 > 0 (133)

式 (133)より，式 (120)を得る．（証明終）

6. 3 ま と め

表 4は，駆動雑音を 0とした等加速度運動モデルを

使用した K-LV，K-L 及び K-LVSを比較した結果を

示す．

7. む す び

本論文では，位置及び速度を観測値とし，位置及び

速度からなる観測雑音共分散行列は正値として，運動

モデルに曖昧さがないとした等加速度運動モデルを使

用したカルマンフィルタで追尾法を構築し，その初期

状態での平滑性能を解析した．K-LVS は速度観測値

を使用しているが，サンプリング間隔の自乗と速度観

測雑音の分散の積が位置の観測雑音の分散に比して大

きい場合，K-Lより性能が悪い場合があることを示し

た．一方，サンプリング間隔並びに速度観測性能によ

らず，K-LVは，K-Lより性能がよいことが分かった．
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